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Lista 4 - Probabilidade

Distribuicdo e Esperanca de Variaveis Aleatorias

Distribuicao
1— Dado X uma variavel aleatdria tal que P(X > 0) > 0. Prove que existe 6 > O talque P(X > &) > 0.

2 — Amostragem de uma variavel aleatoria exponencial

Encontre um algoritmo para produzir uma variavel aleatéria com distribuicdo Exp(A) usando um gera-
dor de nimeros aleatdrios que produz nimeros aleatérios uniformes em (0, 1). Em outras palavras, se
U ~ Uniforme(0, 1), encontre uma fungdo g : (0,1) — R tal que o aleatdrio variavel X = g(U) tem
distribuicdo Exp(A).

3 — Perda de Memdria - Distribui¢des Discretas
Uma v.a. discreta assumindo valores em N apresenta perda de meméria se para todo k, m €]N, vale que

P(X>k+mX>m)=P(X > k).

Mostre que se X apresenta perda de memoria, entdo X tem distribuicdo Geométrica.

4 — Perda de Memoria - Distribui¢des Continuas
Dizemos que uma variavel ndo negativa X > 0 tem a propriedade de perda de memériase P(X > t|X >
s)=P(X>t>s)paratodo0 <s < t.

a) Mostre que as variaveis aleatorias exponenciais tém a propriedade da falta de memoria;

b) Prove que qualquer varidvel aleatéria ndo-negativa que tenha a propriedade falta de memoria
tenha distribuicao exponencial para algum parametro A > 0.
(Isso é mais facil se vocé assumir que a fungdo G(x) = P(X > x) é diferencidvel em [0, co), assim
vocé pode fazer essa suposicao se vocé nao conseguir um argumento mais geral).



5 — Dado uma variavel aleatéria X que é independente de si propria, mostre que X é constante com
probabilidade 1.

6 — Considere duas fun¢Ges mensuraveis f1, T, : R — R. Prove que se X; e X; sdo v.a.s independentes,
entdo Y; =f;(X;) e Y, =1,(X;) também sdo v.as independentes.

7 — Dado e > 0,edeixe X;, 1 > 1seruma sequéncia ndo negativa de variaveis aleatdrias independentes
tais que P(X; > 8) > € paratodo i. Prove que com probabilidade 1:

i Xi = OQ.
i=1

8 — Lei zero-um de Kolmogorov para variaveis aleatoérias
Suponha que (X, : n € N) é uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes, defina a o-dlgebra
caudal de (0(X,) : n € N) por

T =) o(Xn, Xns1,-- -,
n=I1

e mostre que 7 contém somente eventos de probabilidade 0 ou 1. Mais ainda, mostre que toda variavel
aleatdria mensuravel com respeito a 7 é constante quase certamente.

9 — Considere{Z,,n > 1}serem variaveis aleatdrias independentes, e mostre que o raio de convergén-
cia R da série de poténcias }_>°, Z,x" é constante com probabilidade 1, onde

R = (limsupIZnI]/n)f1 .

10 — Variaveis Aleatorias Discretas Independentes

a) Mostre que se X e Y sdo variaveis aleatorias tomando valores inteiros independentes, entdo

PX+Y=n)=) PX=KP(Y=n—Kk).
k

b) Dadas X e Y variaveis aleatérias independentes de Poisson com pardametros A e p respectiva-
mente. Prove que X + Y é uma variavel aleatdria de Poisson com parametro A + .

c) Dadas X e Y varidveis aleatérias independentes com distribui¢cdo Binomial de pardmetros (n, p)
e (m,p) respectivamente. Prove que X + Y é uma variavel aleatdria Binomial com parametro
(n+m,p).



11 — Convolugao Sejam X e Y v.a’sindependentes com funcdes de distribuicao Fx e Fy respectivamente.
Lembre que adistribuicdo conjuntade X, Y como amedidavem (R?, B(R?)) dadaporv(B) = P((X,Y) €
B). Denote por ux e wy as distribuicdes de X e Y respectivamente, dadas por ux(A) = P(X € A) e

wy(A) =P(Y € A).
a) Mostre que v = ux X Ly, e conclua (Fubini) que se ¢ : R? — R é v-integravel, entdo

E[$(X, V)] = ”@(x,y)de(x)dFY(y) — “¢(x,y)dFY(y)de(x);

b) Use oitem anterior para mostrar que
Frarlt) = PX+Y £ 8) = [ Fx(t = y)dFv(y) = [ Fo(t—x)dF(v).

(Amedida A(-) tal que A((—oo, t]) = Fx,y(t) é conhecida como convolugdo das mediadas px e py

e denotada por A = iy * y.)

12 — Mostre que se X e Y sdo variaveis aleatorias absolutamente continuas com densidade fy e fy res-

pectivamente, entdo Z = X + Y é absolutamente continua com densidade

fa(z) = JR f(0) fy(z — x)dx = jR flz — x)fy(y)dy = iy # v (2).

13 — Mostre que se Tq, Ty, ... sdo varidveis aleatérias i.i.d. com distribuicdo Exp(A), A > 0, entdo
Sh =Ty + -+ + T, possui distribuicao Gama com parametros n e A. Ou seja, S, tem densidade
}\ntn71ef)\t
fs (1) = ———.

14 — Com as mesmas hipdteses do exercicio anterior, defina parat > 0 a variavel aleatéria N(t) =
max{n > 0 : S, < t},com N(t) = 0seT; > t. Mostre que N(t) tem distribuicao de Poisson de

parametro At. Ou seja
A"

* 15 — Outra construcao da Distribuicao de Cantor
Dadasv.a’s Y,,, n > 1,i.i.d. taisque P(Y,, = 1) = P(Y,, =0) = 1/2, defina

= 2V,

3



a) Prove que a funcdo de distribuicdo Fy é continua.

b) Prove que Fy é diferenciavel q.c. com derivada igual a O g.c. (Dica: Prove que Fy é constante em
qualquer intervalo contido no complemento do conjunto de Cantor.)

c) Dado py adistribuicdo de Y. E m a medida de Lebesgue na reta real. Prove que py e m sao mutu-
almente singulares. Ou seja que existe um conjunto de Borel A com m(A) = 0e uy(A€¢) = 0.

16 — Dadas X e Y duas variaveis aleatdrias, ndo necessariamente definidas no mesmo espaco de proba-
bilidade, diremos que a variavel aleatéria Y estocasticamente maior que X (ou que Y domina estocas-
ticamente X), denotado por X <Y, se P[X < x] > P[Y < x] paratodox € R.

Tomeentdo X e Y duas variaveis aleatorias tais que X < Y, e mostre que existem variaveis aleatdrias
X* e Y* definidas no mesmo espaco de probabilidade (Q, F,P) tais que Fx- = Fx, Fy«x = Fy e X*(w) <
Y*(w) paratodo w € Q.

Esperanca

17 — Dada uma v.a. integravel X, mostre que

a) Se X é positiva, entdo

E(X) = J:o P(X > t)dt;

b) De modo geral, para X ndo necessariamente positiva

00 0
E(X) = L P(X > t)dt —J P(X < t)dt.

18 — Mostre que para variaveis aleatorias discretas,
EX =) xP(x = x), 1)
k=1

se a série é absolutamente convergente

19 — Dé exemplos de variaveis aleatérias X e Y definas em [0, 1] com a medida de Lebesque tal que
P(X>Y)>1/2,masE(X) < E(Y).



20 — Suponhaque Xj, X5, ... éuma sequéncia de variaveis independentes em (Q, F, P). Mostre que as
duas familias X;, X3, Xs, ... e X3, X4, X, . . . sd0 independentes.

21 — Prove a Desigualdade de Cauchy-Schwarz: dadas duas variaveis aleatérias X e Y, temos

[EXY] < VEX?E[Y?], (2)

e aigualdade ocorre se e somente se X = aY ou Y = X, para alguma constante « € R.

22 — O coeficiente de correlacdo de Pearson de duas varidveis aleatérias X, Y € L, é definido como

Cov(X,Y)

p(X>Y) =
OxOy

onde ox = /Var(X) eoy = /Var(Y) sdo os desvios-padrdo das varidveis x e Y, respectivamente. Com
esta definicao em mente, mostre que

a) —1<p(X,Y)<T;
b) p(X,Y)=1se,esdse,existeax >0ep € RtalqueY = X + B;
c) p(X,Y)=—1se,esOse,existeax<0ef € RtalqueY = aX + f3;

23 — Revisdo e ajuda para o proximo exercicio Seja X,,, n > 1 uma sequéncia de variaveis aleatérias.
Mostre que
a) se) X, converge quase-certamentee|Y | ; Xy < Y, paratodon > 1ealgumav.a.Y integra-
vel,entdo ) X, éintegravel, cada X, éintegravel,e E(}__X,) =  EX;;

b) sed  E[X,| < coentdo ) X, équase certamente absolutamente convergente e integravel, e
E(}_ X.) =2, EX.

24 — Funcao Geradora de Momentos Dada uma v.a. X defina Mx(t) = E[e*X], conhecida como funcédo
geradora de momentos de X. Facal = {t € R : Mx(t) < oo} e mostre que
a) Iéumintervalo (possivelmente degenerado) contendo 0;

b) Se 0 pertence ao interior de I, entdo X possui k-ésimo momento paratodo k € N;

0

)
) Mx(t) é uma fung¢do continua e convexa em I;
)

Se 0 pertence ao interior de I, Mx(t) é diferenciavel nointeriorde I e Mg(k) (0) = EXX, justificando
o nome da funcdo (f'(t) denota a k-ésima derivada de f);

o



25 — Convergéncia de Geradoras de Momentos Seja X, n > 1 uma sequéncia de v.a’’s i.i.d., com
média 0, varidncia comum o2 e My, (t) finita em um intervalo aberto em torno de 0, e Z ~ Normal(0, 1).

a) Calcule Mz(t);
b) Mostre que se M,,(t) é a geradora de momentosde S,,/oy/n,onde S,, = X; + - -+ + X, entdo

= ()

c) Mostre que M,,(t) — Mg(t) paratodot € R quandon — oco.



