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Desigualdades e Convergéncia

Desigualdades

1— Desigualdade de Catelli Mostre que se X é uma varidvel aleatéria de média 1 € R e variancia 02 <

00, entdo para o > 0
2

o
PX—p>«a) < .

X—pza)< 02 +

(Dica: Comece mostrando que P(X — pu > ) < P((X — u+y)? > (a4 y)?). Use a desigualdade de
Markov e minimize paray > 0.)

2 — Demonstracdo Probabilistica do Teorema de Weierstrass
Utilize a desigualdade de Chebyshev para mostrar que para toda funcao continua f : [0, 1] — R,

= [k
Z f (—) (n)xk(l —x)* = f(x)
n k
k=0
uniformemente em x € [0, 1] quandon — oo.

(Dica: Sejam Xj, X3, ..., X, varidveis aleatorias independentes cada uma assumindo os valores 0 e 1
com probabilidade p e 1 — p respectivamente. Seja S,, = X; + X; + ... + X, 0o nimero de carasem n
lancamentos. Defina o polindmio 1, (p) = E[f(%“)] e estude a expressao |, (p) — f(p)l.)

3 — Sharpness da desigualdade de Chebyshev
Para cadat > 1, construa uma varidvel aleatéria X com média p e variancia o2, e tal que a desigualdade
de Chebyshev se torna uma igualdade:

P(X =l = to) = .



4 — Deixe X ser uma variavel aleatéria ndo-negativa, tal que EX existe.
a) Mostre através de um exemplo que E(X?) pode n3o existir.
b) Considere o truncamento X,, = min(X,n). Prove que para todop > 2,

Y nPEX}) < .
n=1

c) Prove a propriedade anterior parap = 2.

5 — Deixe Xj,...X,, serem variaveis aleatorias reais independentes e deixe S, = X; + -+ + Xj para
k=1,...,1. Mostre que parat > 0 a desigualdade de Etemadi é valida:

P [max|S > t| < 3maxP (S = t/3].
Dica: Considere os conjuntos
Ajzz{]rrglgicjlsk|<3r,|8j|23r}, j=1,...,n

e observe que

{%%le - 3r} =UA

j=1

Modos de Convergéncia

Notagdo: Nos exercicios que seguem usaremos a seguintes notacgdes
1.2 para convergéncia em probabilidade;
D A . . . .~
2.— para convergéncia em distribuicao;

Lp A
3.— para convergéncia em LP;

6 — Suponha que X,, — X em distribuicdo e a,, sejam nimeros reais tais que a,, — 0 comon — oo.
Mostre que a, X, — 0 em distribuicao.

7 — Suponhaque Xni>X eY,,— ¢, onde ¢ é uma constante. Prove que Xn+Yni>X+c, e XnYnimX.

8 — Prove o Teorema da Aplicacdo Continua para LAY

o B X = gX) B g(X)



9 — Deixe X,, ser uma sequéncia de variaveis aleatdrias independentes que converge em probabilidade
para X. Mostre que X é constante quase certamente.

10 — Prove que se XnL—2>X parar > 1. Mostre que Var[X,] — Var[X].

11 — Considere as variaveis aleatérias Xi, X3, ... com funcGes de distribuicdo Fy, F,,.... Suponha que
X, — X em distribuicdo, e a funcdo de distribuicdo F de X seja continua. Prove que F,, — F na norma
sup, i.e.
|Fr — Flloo == su]g |Fn(x) — F(x)] — 0.
xe

12 — Considere as variaveis aleatorias a valores inteiros Xi, X3, ..., e uma variavel aleatéria X. Mostre
que X, — X nadistribuicao se e somente se

P(X,=k) = P(X =k) paratodok € Z.

13 — Considere variaveis aleatorias independentes Xj, X;, . .. uniformemente distribuidas em [0, 1], e
deixe Zn = MaXx<n Xk.

a) Prove que Z,, — 1 em probabilidade.

b) Prove que Z,, — 1 quase certamente.

14 — Realizamos o seguinte experimento aleatdrio. Colocamos n > 10 bolas azuis e n bolas vermelhas
em uma bolsa. N6s escolnemos 10 bolas aleatoriamente (sem substituicao) da bolsa. Deixe X,, ser o nd-

mero de bolas azuis. Realizamos esse experimento paran = 10, 11,12, - - -. Prove que X, 4 Bin (10, %)

15 — Deixe X1, X5, X3, - - - ser uma sequéncia de variaveis aleatdrias, de modo que
A
Xn ~ Geo R paran=1,2,3,--- 1)
onde A > 0 é uma constante. Defina uma nova sequéncia Y,, como
1
Yn:EXm paran=1,2,3---. (2)

Mostre que Y, converge em distribuicao para Y ~ Exp(A).



16 — Considere a sequéncia{X,,,n=1,2,3,---}tal que

n  com probabilidade
Xn = (3)
0 com probabilidade 1 — -
Mostre que
a) X, 5 o.
b) X, o, 0,parar < 2.
c) X, ndo converge para 0 nar-média para qualquerr > 2.
d) X, % 0.

17 — A Distribuicao de Cantor
Dado x € [0, 1] seja an(x),n > 1 asequéncia formada pelos coeficientes da expansao ternaria de x. Ou

seja,
v an(x)
X—; T

Defina agora N(x) = inf{n > 1: a,(x) — 1}, fazendo N(x) = co quando tal infimo ndo existe. A seguir
tome G : R — [0, 1] dada por

Z an(x)) x € [0, 1],

com G(x) =0parax < 0e G(x) = 1 parax > 1. Denote por C o conjunto de Cantor em [0, 1] e mostre
que
a) Mostre que G ndo depende da escolha da expansao ternaria usada (finita ou infinita) para definir
asequéncia (a,(x))n>1;
b) Mostre que G é constante nos intervalos que formal C¢;
c) Mostre que G é continua, mas ndo absolutamente continua;

d) Conclua que G é uma funcdo distribuicdo, conhecida como distribui¢do de Cantor ou escaleira do
Diabo.
(Dica: Lembre-se que o conjunto de Cantor pode ser definido como o conjunto dos x € [0, 1] que
possuem uma representacao ternaria com coeficientes 0 ou 2. Ou seja, a,,(x) € {0, 1} para todo
n>1)

18 — Considere a construcdo classica do conjunto de Cantor onde, dado Cy = [0, 1] formamos uma
sequénciadeintervalosfechadosC; O C; D ---,onde Cy éformado retirando de cada intervalo compde
Cy_1 o terco médio aberto.

Deste modo temos C; = [0,1/3] U [2/3,1],C, = [0,1/21U [2/9,1/3] U [2/3,7/9] U [8/9, 1], e assim por
diante.



Paracadan > 1, 0 conjunto C,, é composto de 2™ intervalos fechados de comprimento 1/3", enquanto
C¢ éformado 2™ — 1 intervalos abertos. Denote entdo C5, = I, U+ U Inn,,de modo quesex € I, e
y € [j, comi<j,entdox < y.

Defina a fungao distribuicao F,, : R — [0, 1] por

X x€lk=T1,...,2"—1

e parax € C,, defina F,(x) por interpolacdo linear de modo a fazer F,, continua.
Mostre que F,,(x) — G(x), definida no exercicio anterior, para todo x € R.

19 — Seja X, X3, ... varidveis aleatérias i.i.d. com P[Xy, = 0] = P[Xy, = 2] = 1/2.
a) ProvequeZ =) .7, X/3" é convergente quase certamente.
b) Prove que Z tem distribuicdo de Cantor.
c) Use ositens anteriores para calcular a média e variancia da distribui¢do Cantor.



