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Lista 6 - Probabilidade

Convergéncia Fraca, Lei dos Grandes Numeros, e Teorema do Limite Central

Convergéncia Fraca e Fungoes Caracteristicas

1— Calcule as fungGes caracteristicas a seguir, confirmando as entradas da seguinte tabela:

Distribuicdo | Fungdo Caracteristica

Binomial [(1T—p) +pe]
Poisson ehe =)

ot 2
Normal eint—7

2 — Se X e Y sdo duas variaveis aleatérias independentes entdo @x.y = @x(t)@v(t).
3 — Se X ~ Poisson(A) e Y ~ Poisson() sdo independentes, entdo X + Y ~ Poisson(A + u).

4 — Se X; ~ Normal(w,0?) e X, ~ Normal(u,, 03) sdo varidveis aleatérias independentes, entdo
X; + X, ~ Normal(p; + pa, 07 + 03).

5 — Prove quese X = aY + b, entdo @x(t) = @avip(t) = e y(at)

6 — Mostre que se X ~ Normal(p, 0?) entdo X + b ~ Normal(u + b, 0%), bX = Normal(by, (bo)?) e
(X —u)/o ~Normal(0, 1).

7 — Mostre que se Xj, X, ... sd0 i.i.d. com distribuicdo Normal(u, 0%) e S, = X; + - - - + Xy, entdo

S, —np

o ~ Normal(0, 1).



8 — Demonstragio da Lei Fraca Grandes Numeros em usando Fun¢des Caracteristicas
Em particular, deixe X;, X,, ..., X, seri.i.d. variaveis aleatdrias com valor esperado

EXi] =unu<
e fungdo caracteristica ¢px(s). Seja

K= S ()

a) Prove

lim ¢px(s) = e"*, para todo s € R. (2)

n—oo

b) Conclua que X,, converge para pem distribuico;

c) Mostre que se uma sequéncia (Z,),>; de v.a. em um mesmo espago de probabilidade converge
em distribuicdo para uma constante ¢ € R, entdo Z,, — c em probabilidade;

d) Conclua que X, converge para i1 em probabilidade.

9 — Dadasv.a’s X;, X, ..., e X, com medidas de distribuicao iy, e 1y, respectivamente, mostre que as
seguintes afirmativas sao verdadeiras:

(i)X,, converge para X em distribuicao;
(i) [ fdpux, — [ fdux paratoda f : R — R continua e limitada;
(iii) [ fdux, — [ fdux paratoda f : R — R limitada tal que ux(Ds) = 0, onde D¢ denota o conjunto
dos pontos de descontinuidade de f;
(iv)(Representacdo de Skorohod) Existem variaveis Ko,n > 1eX, tais que X, D Xo,n > 1,X D Xe
Xn converge para e quase-certamente.
(V)ux, (A) — px(A) paratodo A € B(R) com px(0A) = 0.

10 — Tome X, > 1 e X v.a.s aleatérias em um mesmo espaco de probabilidade, assumindo valores
inteiros. Mostre que

X, 2 X e= P(X, = k) = P(X = k), ¥k € Z.

11 — Seja (pn)n>1 UM sequéncia tal que p, € (0,1) paratodon > 1,enp, — A > 0. Use o exercicio

anterior para mostrar que se X,, ~ Binomial(n, p,,) e X ~ Poisson(A), entao X, % X.



12— Tome X,,,n > 1 e X v.a.s aleatdrias em um mesmo espaco de probabilidade, assumindo valores
em um mesmo conjunto enumeravel S. Mostre que

P(X, = x) = P(X = x), Vx € S — X, 2 X.

Encontre um contra-exemplo que mostre que a reciproca da afirmativa acima nado é verdadeira.

13 — Sejam X, X3, ... v.a’s com distribuicao

B sen(2nmx)

Falx) =P(Xy <x) =x mm

b

e X ~ Uniforme(0, T). Mostre que X, 2) X, mas a densidade de X;, ndo converge para a densidade de X.

14 — Mostre que se X, 3 XeYn 2) c € R, entao
a) Xp+Yn gX—i—c;
b) XuVYn 2 cX;
¢ Xn/Yn 3 X/csec #0.

15 — Exiba um contraexemplo onde X, g XeYy, % Y, mas X,, + Y;, ndo converge em distribuicao para
X+Y.

16 — Sejam {u, } e {v,} cole¢Oes de medidas de probabilidade em (R, 5(R)). Mostre que
a) Seacolecdo {u,} éfinita entdo é tight;
b) Se{un}étight, entdo qualquer subcolegdo {i,, } C {u,} € tight;
c) Se{u,}e{v,}sdotight,entdo {u,} U{v,}étight.

17 — Dado x € R, seja 6, a medida de probabilidade que atribui massa 1a x. Ou seja 5,({x}) = 1e
dx(A) = 0sex ¢ A. Tome agoraum compacto K C R e (x,),>; uma sequéncia de pontos em K. Defina
Wy = Oy, € mostre que

a) {un}étight;

b) se (xn,) é uma subsequéncia convergente com x,, — X, entdo p,, = d.

18 — Use fungdes caracteristicas para mostrar que se X, ~ Binomial(n, p,,), comnp,, — A > 0 quando
n — oo, entdo X,, = X ~ Poisson(A).



Lei dos Grandes Numeros e Teorema do Limite Central

19 — Prove o Método de Truncamento de Markov, usado na demonstragao da Lei Forte:
Considere X uma variavel aleatéria, com média finita. Considere M > 1 o nivel de truncamento.

Defina
Entdo
m|| X]M| < M pontualmente, e || X|M| < [X]
m | XM — X pontualmente quando M — oo,
mA variavel | X]™ possui todos os momentos finitos.
mE[| X]M] — E[X] quando M — co.

20 — Sejam X, Xy, ... variaveis aleatdrias independentes com distribuicdo comum Normal(0, 1). Prove
que
Xi+---+X;
(X =12+ + (X —1)2

converge quase certamente e determine para qual valor.

21 — Sejam Xj, X,, ... varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas com distribui-
¢do Uniforme(0, 1]. Prove que a média geométrica

()

converge quase certamente e determine para qual valor.

22 — Sejam X1, X3, ... varidveis aleatdrias independentes com E[X;] = 0 e 07 = Var(X;) < oo para
todoi,esejaS, = Y I, X;. Provequese Y o7/k? < 0o, entdo S, /n -5 0.

Dica: Mostre primeiro que o resultado vale para a subsequéncia S,.2/n?. Em seguida estude |Sy,—S,.2| /n?,
onden = [v/k|. Para simplificar as contas técnicas, considere primeiro o caso onde 07 < M < oo para
todok > 0ealgumM € R.

[Esta é uma Lei Forte de Grandes NUmeros para somas independentes, mas ndo necessariamente iden-
ticamente distribuidas.]



23 — Integracao de Monte Carlo

Sejam f : [0, 1] — [0, 1] uma funcdo continua e Xy, Z;, X,, Z; - - - uma sequéncia de variaveis aleatorias
independentes uniformes em [0,1]. Tomamos

V. — 1, se f(Xl) > Zi
vt 0, se f(Xl) < Z;.

Prove que:

T« ‘
- Z Y; — J f(x)dx, quase certamente
i=1 0

24 — Lei dos Grandes Numeros para Processos de Renovagao

Sejam Ty, Ty, ... variaveis aleatorias i.i.d positivas, com médiacomum E(X;) = A > 0. Como de costume,
facaS, =T, +---T,,eparat > 0,defina Ny = max{n > 0;S, < t}(considere Sy = 0).

a) MostrequeN; >n & S, <t;
b) Mostre que N; — oo g.c., quandot — oo;
c) Mostre que Ny/t — 1/A g.c. quando t — oo.

25 — Use o Teorema do Limite Central para mostrar que

.« _.nf
fim 2 ey =172
k=0



