
Lista 6 - Probabilidade

Convergência Fraca, Lei dos Grandes Números, e Teorema do Limite Central

Convergência Fraca e Funções Características

1 — Calcule as funções características a seguir, confirmando as entradas da seguinte tabela:

Distribuição Função Característica

Binomial [(1− p) + peit]n

Poisson eλ(e
it−1)

Normal eiµt−
(σt)2

2

2 — SeX eY são duas variáveis aleatórias independentes entãoϕX+Y = ϕX(t)ϕY(t).

3 — SeX ∼ Poisson(λ) e Y ∼ Poisson(µ) são independentes, então X+ Y ∼ Poisson(λ+ µ).

4— Se X1 ∼ Normal(µ1, σ
2
1) e X2 ∼ Normal(µ2, σ

2
2) são variáveis aleatórias independentes, então

X1 + X2 ∼ Normal(µ1 + µ2, σ
2
1 + σ

2
2).

5 — Prove que se X = aY + b, entãoϕX(t) = ϕaY+b(t) = eitbϕY(at)

6— Mostre que se X ∼ Normal(µ, σ2) então X + b ∼ Normal(µ + b, σ2), bX = Normal(bµ, (bσ)2) e
(X− µ)/σ ∼ Normal(0, 1).

7 — Mostre que se X1, X2, . . . são i.i.d. com distribuiçãoNormal(µ, σ2) e Sn = X1 + · · ·+ Xn, então

Sn − nµ

σ
√
n

∼ Normal(0, 1).



8— Demonstração da Lei Fraca Grandes Números em usando Funções Características
Em particular, deixeX1,X2, . . . ,Xn ser i.i.d. variáveis aleatórias com valor esperado

E[Xi] = µ <∞
e função característicaφX(s). Seja

Xn =
X1 + X2 + · · ·+ Xn

n
. (1)

a) Prove

lim
n→∞φX(s) = e

isµ, para todo s ∈ R. (2)

b) Conclua queXn converge para µ em distribuição;
c) Mostre que se uma sequência (Zn)n≥1 de v.a. em ummesmo espaço de probabilidade converge

em distribuição para uma constante c ∈ R, então Zn → c em probabilidade;
d) Conclua queXn converge para µ em probabilidade.

9— Dadas v.a.’sX1, X2, . . . , eX, commedidas de distribuiçãoµXn eµX, respectivamente, mostre que as
seguintes afirmativas são verdadeiras:

(i)Xn converge para X em distribuição;

(ii)
∫
fdµXn → ∫ fdµX para toda f : R→ R contínua e limitada;

(iii)
∫
fdµXn → ∫ fdµX para toda f : R → R limitada tal que µX(Df) = 0, ondeDf denota o conjunto

dos pontos de descontinuidade de f;

(iv)(Representação de Skorohod) Existem variáveis X̂n, n ≥ 1 e X̂, tais que X̂n
D
= Xn, n ≥ 1, X̂

D
= X e

X̂n converge para X̂ quase-certamente.

(v)µXn(A)→ µX(A) para todoA ∈ B(R) com µX(∂A) = 0.

10 — Tome Xn, n ≥ 1 e X v.a.s aleatórias em um mesmo espaço de probabilidade, assumindo valores
inteiros. Mostre que

Xn
D⇒ X⇐⇒ P(Xn = k) = P(X = k), ∀k ∈ Z.

11 — Seja (pn)n≥1 um sequência tal que pn ∈ (0, 1) para todo n ≥ 1, e npn → λ > 0. Use o exercício

anterior para mostrar que se Xn ∼ Binomial(n, pn) e X ∼ Poisson(λ), então Xn
D⇒ X.
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12 — Tome Xn, n ≥ 1 e X v.a.s aleatórias em um mesmo espaço de probabilidade, assumindo valores
em ummesmo conjunto enumerável S. Mostre que

P(Xn = x) = P(X = x), ∀x ∈ S =⇒ Xn
D⇒ X.

Encontre um contra-exemplo quemostre que a recíproca da afirmativa acima não é verdadeira.

13 — Sejam X1, X2, . . . v.a.’s com distribuição

Fn(x) := P(Xn ≤ x) = x−
sen(2nπx)

2nπ
,

eX ∼ Uniforme(0, 1). Mostre queXn
D⇒ X, mas a densidade deXn não converge para a densidade deX.

14 — Mostre que se Xn
D⇒ X e Yn

D⇒ c ∈ R, então

a) Xn + Yn
D⇒ X+ c;

b) XnYn
D⇒ cX;

c) Xn/Yn
D⇒ X/c se c 6= 0.

15 — Exiba um contraexemplo ondeXn
D⇒ X e Yn

D⇒ Y, masXn+ Yn não converge em distribuição para
X+ Y.

16 — Sejam {µn} e {νn} coleções de medidas de probabilidade em (R,B(R)). Mostre que
a) Se a coleção {µn} é finita então é tight;
b) Se {µn} é tight, então qualquer subcoleção {µnk} ⊆ {µn} é tight;
c) Se {µn} e {νn} são tight, então {µn} ∪ {νn} é tight.

17 — Dado x ∈ R, seja δx a medida de probabilidade que atribui massa 1 à x. Ou seja δx({x}) = 1 e
δx(A) = 0 se x /∈ A. Tome agora um compactoK ⊆ R e (xn)n≥1 uma sequência de pontos em K. Defina
µn = δxn e mostre que

a) {µn} é tight;
b) se (xnk) é uma subsequência convergente com xnk → x, então µnk ⇒ δx.

18 — Use funções características paramostrar que seXn ∼ Binomial(n, pn), comnpn → λ > 0 quando
n→∞, então Xn ⇒ X ∼ Poisson(λ).
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Lei dos Grandes Números e Teorema do Limite Central

19 — Prove o Método de Truncamento de Markov, usado na demonstração da Lei Forte:
ConsidereX uma variável aleatória, commédia finita. ConsidereM > 1 o nível de truncamento.
Defina

bXeM :=

{
X, se |X| ≤M
0, se |X| > M

}
= X · 1{|X|≤M}.

Então

� |bXeM| ≤M pontualmente, e |bXeM| ≤ |X|

�bXeM → X pontualmente quandoM→∞,
�A variável bXeM possui todos os momentos finitos.
�E[bXeM]→ E[X] quandoM→∞.

20— SejamX1,X2, . . . variáveisaleatórias independentescomdistribuiçãocomumNormal(0, 1). Prove
que

X21 + · · ·+ X2n
(X1 − 1)2 + · · ·+ (Xn − 1)2

converge quase certamente e determine para qual valor.

21 — Sejam X1,X2, . . . variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas com distribui-
çãoUniforme[0, 1]. Prove que amédia geométrica(

n∏
k=1

Xk

)1/n
converge quase certamente e determine para qual valor.

22 — Sejam X1,X2, . . . variáveis aleatórias independentes com E[Xi] = 0 e σ2i = Var(Xi) < ∞ para
todo i, e seja Sn =

∑n
k=1Xi. Prove que se

∑
σ2k/k

2 <∞, então Sn/n q.c−→ 0.

Dica:Mostre primeiroqueo resultado vale para a subsequênciaSn2/n2. Emseguida estude |Sk−Sn2 |/n2,
onde n = b

√
kc. Para simplificar as contas técnicas, considere primeiro o caso onde σ2k < M <∞ para

todo k > 0 e algumM ∈ R.

[Esta é uma Lei Forte de Grandes Números para somas independentes, mas não necessariamente iden-
ticamente distribuídas.]
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23 — Integração de Monte Carlo

Sejam f : [0, 1] → [0, 1] uma função contínua eX1, Z1,X2, Z2 · · · uma sequência de variáveis aleatórias
independentes uniformes em [0,1]. Tomamos

Yi =

{
1, se f(Xi) > Zi
0, se f(Xi) ≤ Zi.

Prove que:

1

n

n∑
i=1

Yi → ∫ 1
0

f(x)dx, quase certamente

24— Lei dos Grandes Números para Processos de Renovação

SejamT1, T2, . . . variáveis aleatórias i.i.dpositivas, commédia comumE(X1) = λ > 0. Comodecostume,
faça Sn = T1 + · · · Tn, e para t ≥ 0, definaNt = max{n ≥ 0;Sn ≤ t} (considere S0 = 0).

a) Mostre queNt ≥ n⇔ Sn ≤ t;
b) Mostre queNt →∞ q.c., quando t→∞;
c) Mostre queNt/t→ 1/λ q.c. quando t→∞.

25 — Use o Teorema do Limite Central para mostrar que

lim
n→∞

n∑
k=0

e−n
nk

k!
= 1/2.
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