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Exemplos
Operacoes

Inversas @ Vamos nos ocupar de operagdes inversas: aquelas que o tem efeito inverso que uma
outra operagao.

@ Tomemos por exemplo a operac@o: "elevar ao quadrado": ela pega um nimero e o
eleva ao quadrado.

@ Seja um nimero x. Chamemos o seu quadrado de y:

@ y=2x"

@ Qual é a operagado inversa de "elevar ao quadrado"?

@ Ex= VY = yl/2

@ E aoperacdo que pega um nimero (y) e acha um outro (x) , tal que "o quadrado
desse nimero (x) "é o nimero inicial (y).

@ Aplicar uma operagdo e em seguida a sua inversa resulta em uma identidade:

@ Elevar ao um niimero x quadrado : y = x? e depois tirar a raiz VY= Vi =x

resultou no préprio x.
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Operacdes EXCmplOS 11

Inversas .
@ Assim, temos que:

e A inversa de €' é In(x), pois In(e*) = x.
@ A inversa de "somar 5"€ "subtrair 5, poisx +5 — 5 = x.

@ A inversa de "multiplicar por 2"¢é "dividir por 2", pois
(2x)/2 = x.

@ A inversa de sin(x) é o arcsin(x): o arco cujo seno é x.

E agora nos perguntamos qual é a inversa da operagdo de
derivagado.
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Diferenciacao e sua Inversa

@ Lembremos da derivada.

Temos uma funcdo, f(x).
Integral .
° Podemos calcular a sua derivada %.
A sua derivada é uma nova fungao.

Veja a analogia:

A operag@o anterior ( chamada de potencia¢ao) leva nimeros em nimeros.

o

o

o

(]

@ Elevar um nimero ao quadrado, nos fornece um novo nimero.
(]

@ E asuainversa ( "tirar a raiz"), também.

(]

A operagdo "tomar a derivada de f(x)"( chamada de diferenciacdo) leva
uma funcao noutra func¢ao.

@ Assim, a operagdo inversa da diferenciagdo tem que também levar uma
funcao noutra funcao.

@ Provisoriamente, chamemos esta operagdo de antiderivada.
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Um primeiro célculo
@ A antiderivada deve portanto "desfazer"a operacdo de derivagao.

Hifizgie] @ Seja por exemplo

fa) =+
@ Vimos que neste caso
af
< _9
dx *
@ Assim, a antiderivada da fungdo
gx) =2x
@ ¢
2
X

pois x> é a fungdo cuja derivada é 2x.
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Notagdo e nomenclatura

@ Vocé notou que ainda ndo introduzimos uma notag¢do para a a antiderivada

@ Aqui vai:
Integral

A antiderivada da funcéo f(x) é denotada por / fx)dx

Assim, por exemplo:

/X(2x)alx =x

@ Vamos agora dar um novo nome para a antiderivada: integral indefinida.

@ Lé-se a expressdo acima como : a integral indefinida de 2x é x*.

@ O adjetivo indefinida é muitas vezes omitido. Adiante veremos que existe um
outro objeto matemdtico chamado de integral definida.

@ Muitas vezes chama-se a integral indefinida de uma func¢éo de primitiva.
Nao usaremos esta nomenclatura extensamente aqui, mas ¢ bom conhece-la.
Assim, a primitiva de 2x é x%.
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Somando constantes

@ Voltemos ao exemplo acima

° X
Integral / (2x)dx:x2 g
2
pois —d(;x) =2
@ Mas veja que
d 2
dEHK) _,
dx

onde K é qualquer constante.

@ Assim, podemos escrever que
"X
/ (2x)dx = x* + K

Conclusdo: Sempre podemos somar uma constante arbitrara ao resultado de uma
integral indefinida.
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Alguns calculos

@ Vamos entdo obter algumas integrais indefinidas a partir de sua definicao.
@ A integral indefinida de uma fun¢do f(x) € a uma outra fungdo, g(x), cuja
Integral derivada é f(x).
e 2 2
* 2
/xdx:— pois (xdx/):x
e 3
* . 3
/ x’dx == pois (c/3) =7
dx
° +1 +1
* 4 .dE" 1
e 2 2
* Sx . d(5x°/2)
Sxdx = — ——— =5
/ X 5 bois I X
aonde ainda podemos somar uma constante a cada resultado.
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Alguns célculos, bis

. X X
P 5 . de x
Integral e'dx=¢ pois — =e¢
dx
(]
X 2x &
Hdx =& pois 2 _ >
2 dx
° K
K o
* Kx e * . d K Kx
e dx = pois =e
K dx
. X
1 . dn(x 1
—dx =1In(x) pois () =-
X dx X
aonde ainda podemos somar uma constante a cada resultado.
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Alguns célculos, ter

(]
nicere! / In(x)dx = x(In(x) — 1)  pois W = In(x)
. X
/ sin(x)dx = — cos(x)  pois w = sin(x)
/x sin(Kx)dx = %s(x) pois W = sin(Kx)

/x cos(x)dx = sin(x)  pois % = cos(x)

aonde ainda podemos somar uma constante a cada resultado.
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Alguns célculos, quater

Integral Podemos continuar a nossa brincadeira invertendo tabelas de derivagao:

Funcdo Derivada Funcgido Integral
xe* (x+1)e (x+ 1)e xe*
sin(x?) 2x. cos(x?) 2x. cos(x*) sin(x?)
x.sin(2x) | sin(2x) 4 4xcos(2x) sin(2x) + 4xcos(2x) | x.sin(2x)

aonde ainda podemos somar uma constante a cada resultado da integral acima.
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o [ OT;
ntegral Algumas regras

@ O processo de integracdo ndo € tdo simples quanto do de
derivagao.

@ Muitas vezes recorremos a tabelas de integrais,
@ Ou a softwares que tem capacidade de manipulagao algébrica

@ Por exemplo: Mathematica ou Maxima.

@ Mas devemos ter em mente algumas regras simples:




ECO Integral Indefinida VII

BIE 5786

Algumas regras, bis

X
/ dx = x
Integral

@ Da prépria definicdo de integral indefinida:

* d
[ ZLac=re

/ " Af(x)dx = A / " F()dx

onde A é uma constante ( ou uma funcio que ndo depende de x).

[ 1w +sela= [ rwas+ [ gwas

@ Mas note que a integral do produto nao é o produto das integrais.
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€as

@ Vocé se lembra que no fim de nossa discussdo sobre derivadas demos uma
interpretacdo para derivada como sendo a inclinacdo da curva tangente ao
gréfico da funcio que estamos derivando.

@ A integral também pode ser interpretada geometricamente.

@ Estd relacionada a drea embaixo de uma curva.

@ Vejamos.
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Area embaixo de uma cu

Ay

/ Jx)

@ Ai estd o grifico da funcéo f(x) e a drea embaixo da curva entre os pontos
aeb.

@ Como podemos calculd-la?
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@ Uma forma de calcular a drea é somar a drea de todos os retdngulos da figura acima.

@ Mas note que tem sempre um pequeno erro nisto.

@ Mas quanto mais retangulos tivermos, cada vez menores, mais proximos estaremos
da drea real.
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o de uma curva, ter

@ A drea total embaixo do grafico é portanto a soma de um nimero infinito de
retangulos cujas bases s3o infinitesimais.

@ Chamamos de dx o comprimento de cada base.
@ A drea de cada retingulo serd f (x)dx.

@ E adrea total serd a soma de todos estas drea, e a denotamos por:

/b ‘ f(x)dx
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@ A notacdo usada para representar a drea debaixo de uma curva é sugestiva;

@ Mas o que a esta drea tem a ver com a integral indefinida ( que era, como
vimos, uma antiderivada).

@ Ha um teorema que diz (€ o teorema fundamental do célculo) :

A?ww:/3waf/3mw

aonde as integrais do lado direito sdo as integrais indefinidas de f(x)
calculadas nos pontos a e b.

@ A integral do lado esquerdo é chamada de "integral definida de f(x) entre
aeb".
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Integrais, bis

@ S6 que temos que ter cuidado:

@ As dreas das quais falamos tem sinal:

@ A parte negativa conta com sinal negativo.
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@ Voltemos agora a alguns conceitos que podemos usar em biologia de
populagdes.

Densidades @ Muitas das medidas que podemos fazer sdo de nimero de individuos por
drea.

@ Ou seja a densidade de individuos.

@ Se estudamos uma certa populacdo, esta densidade pode variar de ponto
para ponto.

@ Ha lugares mais fortemente populados e outros menos.

@ E se quisermos saber a populag@o total numa certa regido?
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Densidade e Populagdo Total

Global Population Density - 1994

Densidades
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Densidade e Populagdo Total, bis

Densidades

@ Na pégina anterior mostra-se um mapa da densidade de pessoas no mundo.

@ Para saber a populacido total do mundo vocé poderia:

Dividir o mundo em minusculas regides;

calcular a populacdo de cada uma destas regides multiplicando a
densidade pela area;

somar as populagdes de todos as regides

Em suma vocé quer calcular a integral definida da densidade....
Ou seja:

a
Numero total de Individuos entre os pontos a e b = / p(x)dx
b

onde p(x) é a densidade da populagéo no ponto x.
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O que devo lembrar

@ A integracdo indefinida é a operagdo inversa da diferenciagao.

@ Ou seja: a integral indefinida de f(x) € uma outra fungdo g(x) tal que a
derivada de desta € a primeira fun¢do, f(x).

@ Podemos relacionar a integral indefinida com o cdlculo de dreas ( com
sinal) debaixo da curva do gréfico de f(x)..

@ Usamos isso no dia-a-dia para obter, por exemplo, populacdes totais a
partir de densidades populacionais.
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