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1. Siga o roteiro indicado abaixo.

(a)
(b)
()

Primeiro, mostre que se a e b sdo ntimeros racionais, entao a + b € um niimero racional.
Segundo, prove que v/2 ¢ irracional.

Terceiro, assumindo que as proposi¢oes expressas nos itens anteriores sejam verdadeiras,
¢ possivel afirmar que v/2 + /2 ¢ irracional?

(a) Sejam a e b racionais. Ent@o existem inteiros 71, s1, 72 € so, com s1 # 0 e sg # 0,
tais que a = r1/s2 e b =ry/sy. Logo,

atb— 7182 + 1251 :[7

5182 S

onde r =118 + 1281 € Z e s= 8152 € Z*. Logo, a+b € Q.
(b) Vamos provar por absurdo. Suponha que existam r,s € Z, com s # 0, tal que
V2 = r/s seja uma fragdo irredutivel. Logo, 2 = r2/s2, ou equivalentemente, 2 = 2s2.
Portanto, r? é par, o que implica que r é par, isto é r = 2k, para k € Z. Entdo
r? = 4k% = 25> = 52 = 2k%. Logo, s2 é par, e portanto s é par. Como r e s sdo
ambos pares, r/s nao ¢é irredutivel. Absurdo.
(¢) A contrapositiva do item (a) é: se a + b é irracional, entdo a ¢ irracional ou b é
irracional, o que nao nos permite afirmar que v/2 + ¥/2 seja irracional, mesmo que /2
o seja. De fato, considere a = 2 +v/2 e b = 2 — /2, ambos irracionais. Evidentemente,
a + b nao é irracional.

2. Siga o roteiro indicado abaixo.

(b)

Prove p(A)Up(B) C p (AU B), em que A e B sdo conjuntos quaisquer.

Sejam A C N e B C N tais que p (A)Up(B) C {X C N|1 ¢ X}. Dé um contra-exemplo
para p (AU B) C p(A) U p (B) nesse contexto.

(a)Seja € p(A) U p(B). Entdo z € p(A) ouxz € p(B). Se z € p(A), entdo
*rCA = 2CAUB = 2z € p(AUB). Analogamente, se © € p(B), entdo
x € p(AUB). Assim, se x € p(A) Up(B), entdo x € p (AU B).

(b)Considere A = N\ {1} e B = N\ {2}. Entao AU B = N. Assim, N € p (AU B), mas
N ¢ p(A) e N ¢ p(B), assim N ¢ p (4) Up (B).



3. Fazendo referéncia aos axiomas de corpo ordenado que se encontram no anexo dessa prova,
justifique as passagens utilizadas na seguinte demonstragao: Dados z € R e y € R, vale
(—2)y = — (zy) e (—x) (—y) = zy. Demonstragao: temos (—z)y+zy = (—x +x)y = 0y = 0.
Logo, —(xy) = (—z)y. Trocando y por —y na ultima expressdo, temos (—z)(—y) =
— (@ (=y) = — (— (y)) = o,

(a) Usando D, (—z)y+xy = (—z + 2)y. Por A5, (—z + z) y = Oy. Usando Oy = 0 para todo
y € R, temos (—x)y + zy = 0. Logo, por A5 — (zy) = (—x)y.

(b) Usando a propriedade provada no item (a), (—z)(—y) = —(x(—y)). Usando M2, —(z(—y)) =
—((—y)z) e novamente a popriedade do item (a), —((—y)z) = —(—(yx)). Finalmente, por
M2, ~(—(yz)) = —(~(zy)). Como — () = z para todo , (—z) (—) = — ( (zy)) = =y.
obs: —x = (—1)z ndo é um axioma, segue da propriedade demonstrada no exercicio. De
fato, z = 1 -2 (M4). Entdo —z = —(1-2). Usando a propriedade (—z)y = — (zy), temos
—(1-2) = (1), e portanto —z = (—1) z.

4. Siga o roteiro indicado:

(a) Se X7 = {z|p1 (7)} e Xo = {x|p2 (z)}, prove que (X7 U X5)° = X{N XS utilizando tabela
verdade.

(b) Prove por indugao que (X; UXoU---UX,) =X{NnX5N---NXE.
(a) Temos X; U X5 = {z|p1 () V p2 (z)}. Pela tabela verdade, ~ (p1 (z) V p2 ()) &~
p1 () A ~ pa (x). Entao,

(X1UX2)" = {a] ~ (p1(x) Vp2 ()} = {z| ~ p1 () A ~ p2 ()}
= {z| ~p1 (@)} N {z| ~ p2 (2)}
= XN XS

(b) O caso base foi demonstrado em (a) n = 2. Assuma que (X;UXoU---UX,)" =
X{NX5N---NXE. Entdo

(X1UXoU---UX,UX,11) = (XHUXoU---UX,)U(Xpy1))
Por (a), e usando associatividade de U,
(X1UXoU - UX ) U (Xpp1)) = (X1UXoU---UX,) NXE
Usando a hipétese de indugao,
(X1UXoU--UX,)'NXS, =X{nXsn---NXsNX:, .

Logo, a propriedade vale para todo n € N, n > 2.



