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1. Siga o roteiro indicado abaixo:

(a) Primeiro prove a seguinte proposi¢do: Se n® ¢ par, entdo n é par.
(b) Segundo, use o resultado do item acima para mostrar que /2 ¢ irracional.

(c) Assumindo o resultado expresso no item anterior, é possivel afirmar que o supremo do
conjunto A = {q €Qylg® < 2} existe nos reais R? Justifique com base em teoremas
vistos em sala de aula.

(a)Vamos provar a contrapositiva: se n é impar, entdo n
entdo pode ser escrito na forma n = 2k 4+ 1, com k € Z. Logo, n® = (2k+1)° =
2 (4k3 + 6k2) + 1. Como 4k3 + 6k% € Z, n® ¢ impar.

(b)Vamos provar por redugdo ao absurdo. Suponha que {2 € Q. Entdo é da forma
V2 = p/q, irredutivel, com p,q € Z, ¢ # 0. Entdao p* = 2¢>, e assim p® é par,
e pelo item (a), p é par. Assim, p é da forma p = 2k, com k € Z. Substituindo,
2¢% = 8k® = ¢ = 2(2k3).Como 2k® € Z, ¢>¢ par, e assim ¢ é par. Logo, p e q sdo pares,
portanto tém um divisor comum 2, e entramos em contradigdo com p/q ser irredutivel.
(¢) O conjunto A é ndo-vazio, pois 0 € A. Além disso, o conjunto A é limitado superi-
ormente, pois, por exemplo, 2 € Q4 é uma cota superior. Pelo axioma de completude,
existe s = sup A, o supremo de A, pertencente aos reais. De fato, chamamos s = /2.

3 ¢ impar. Se n ¢é impar,

2. Siga o roteiro indicado abaixo.

(a) Prove p(A)Np(B) =p(ANDB), em que A e B sdo conjuntos quaisquer.

(b) Sejam A C Ne B C N tais que p (A)Np(B) = {X C N|1 ¢ X}. Determine as condigoes

sobre A e B de modo que A # B. Vocé pode assumir a propriedade expressa no item
anterior.
@rep(A)npB)e(zep(A)A(zepB)e(xCcAHAN(xCB)erCANB <
z € p(ANB).
(b) Considere C = AN B. Entao, por (a), p(C) = {X CN|1 ¢ X}. Assim, C' contem
como subconjuntos todos os subconjuntos de N que ndo contém a unidade. Assim,
N\{1} c C. Por outro lado, os subconjuntos de C' sdo aqueles que néo contém a unidade,
portanto C'= N\{1}. Desse modo, temos ANB = N\{1}. Podemos ter, portanto, A = N
e B=N\{1} ou A=N\{1} e B=N.



3. Fazendo referéncia aos axiomas de corpo ordenado que se encontram no anexo dessa prova,
justifique as passagens utilizadas na demonstracdo de: se x # 0, entdo 22 > 0. Em particular,
1 > 0. Demonstragao: se x > 0, entdao 22> = z -z > 0. Se x < 0, entdao (—x) (—z) > 0. Como
2? = (—x) (—z), entdao 2 > 0. Como 1 # 0, 12 > 0. Mas 12 = 1. Entao 1 > 0.
(a) Na implicacdo “se x > 0, entdo 2> = z - > 0” usamos R2 com y = .
(b) Por R2, com z < 0, z+ (—x) < —z+0. Assim, —z+0 > 0 = 2+ (—z), onde usamos A5.
Por A4, —z 40 = —z > 0. Pela propriedade demonstrada em (a), temos (—z)> > 0.
(c) De M4, temos 1 # 0, e de (b) e (c) segue que 12 > 0. Por outro lado, de M4, 12 =1-1 = 1.
Logo, 1 > 0.

4. Siga o roteiro indicado:

(a) Se X = {z|p(x)}, X1 = {z|p1 ()} e Xo = {z|p2(x)}, prove que X N (X; UX5) =
(X N X1) U (X N Xy) utilizando tabela verdade.

(b) Prove por indugdo que XN(X; UXo2U---UX,,) = (X NX)UX NX)U---UX NX,).
(a)Temos X1UXs = {z|p1 () V p2 (z)}. Logo, XN(X1 U X3) = {z[p (z) A (p1 (x) Vp2 (x))}.
Pela tabela verdade,

p (@) A(pr(2) V p2 (2) & (p(x) Ap1 () V (p(2) A p2 ()
Assim, X N (X, UXa) = {zf(p(2) Api(2) V (p(x) Ap2(2)} = {z|p(x) Ap2(2)} U
(b)No item (a) provamos o caso base. Agora vamos assumir a hipotese de indugao, de
que vale

XN(X1UXoU--UX,) =(XNX)U(XNX)U---U(XNX,).

Entao, por associatividade de U, temos XN(X; UXo U+ U Xp41) = XN((X1 U X2 U UX,) U (Xpy1)).
Por (a), temos

XN((XZ1uXoU---UX,)U (X)) =X N(XjUXoU---UX,)) U (X NXpg1)
Pela hipotese de indugao,
(XN(XiUXo U UX, NU(X NX,p1) = (X NXDUX N XU - UX NX)UX N X 1) -

Logo, a propriedade vale para todo n € N.



