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Introducao



Introducao

» Podemos pensar o problema que discutimos do ponto de vista probabilistico
» Temos duas classes que correspondem a funcdes de densidade de probabilidade
distintas (p(x|c1) e p(x|c2))

0.4

0.3

0.1

0.0

0.0



Introducao

» Lembrando as aulas de probabilidade
> [Lei da Probabilidade Total]

p(x) = 3 p(x.c) = 3 plxlc)p(c)

ceC ceC

> [Teorema de Bayes]

p(c,x) _ p(xlc)p(c) _  p(xlc)p(c)

P =00 = p0) T Sece PUXIC)R()

likelihood X prior

> P osterior = evidence



Introducao

» Considere que P(Fire) significa qudo frequente existe um incéndio, e P(Smoke)
significa o qudo frequente vemos fumaca, ent3o:

> P(Fire|Smoke) significa o qudo frequente ha fogo quando vemos fumaca
» P(Smoke|Fire) significa o qudo frequente hd fumaca quando vemos fogo

Ent3o a férmula nos ajuda a calcular P(Fire|Smoke) quando conhecemos P(Smoke|Fire)



Introducao

» Exemplo:

» incéndio perigosos s3o raros (digamos 1%)
» fumaca é bastante comum (10%) devido a churrascos
» ¢ 90% dos incéndios perigosos geram fumaca

» Podemos descobrir a probabilidade de um incéndio perigoso quando avistamos
fumaca:

P(Fire)P(Smoke|Fire) ~ 0.1 x 0.9
P(Smoke) 01

Existe uma probabilidade de 9% de alguma fumaca representar um incéndio, entdo vale
a pena verificar casos de fumaca.

P(Fire|Smoke) = = 0.09




Introducao

» Em um problema de classificacdo queremos encontrar

arg max p(c|x)

Em outras palavras, queremos encontrar qual é a classe ¢ mais provavel, dentre as
possiveis classes C

arg max p(x|c)p(c)
ceC Y cee P(x|c)p(c)



Introducao

» Queremos encontrar uma regra de decisdo que minimiza o erro

p(c1|x) se escolhermos ¢,
p(erro|x) =

p(ca2|x) se escolhermos ¢;

» Logo chegamos a regra de decisdo de Bayes

» Classe ¢; se p(ci|x) > p(ca|x), e ¢ caso contrério

> Classe ¢ se p(x|c1)p(c1) > p(x|c2)p(c2), e ca caso contrério
» Sob essa regra, temos p(erro|x) = min(p(c1|x), p(c2|x))
» Classificador étimo de Bayes

» Como p(x|cy) é definido?



Introducao

» Funcao discriminante
> gi(x) > gi(x)Vj#i—c
» Formas equivalentes do pc(m‘t()) (de) vista de classificacdo
— — P\X|Ci)P\Ci
> gl.(X) - p(C;lX) - checp(x‘cj)p(cj)
> gi(x) = p(x|ci)p(ci)
> gi(x) = log(p(x|ci)) + log(p(ci))
» Caso de duas classes (dicotomizador)
» Uma dnica func¢do discriminante
> g(x) = &(x) - &(x)
> &(x) =log (5312}) +1o& (%))




Discriminantes



Densidade de probabilidade

» Dependendo de qual algoritmos usamos para estimar a densidade, temos diferente
algoritmos:

» Em Analise de Discriminante Linear (LDA), assumimos que cada class pode ser
estimada por uma distribuicido Gaussiana, com a mesma covariancia para ambas as
classes

»> Em Analise de Discriminante Quadratica (QDA) , também usamos Gaussianas,
mas sem a restricao de igual covaridncia entre as classes

» Também podemos usar outras estimativas de densidade, inclusive ndo paramétricas

» No Naive Bayes, assuma que cada distribuicdo de densidade da classe é um produto

de distribuicGes marginais, isso é, sdo independentes



Covariancia

» Covariancia é muito similar a correlagdo:
» Covariancia :

ox,y = E[(X = ux)(Y — py)]

» Correlacdo :
ox,y = E[(X — ux)(Y — py)l/(oxov)



Gaussiana Multivariada

N(x, pi, Xj) =
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Gaussiana Multivariada

Igual variancia Igual variancia
Sem covariancia e covariancia

Variancia desigual Variancia desigual
'sem covariancia com covariancia

=R



Funcoes discriminantes - Caso Gaussiana Multivariada

» Abordagem paramétrica
» Vamos assumir que temos duas classes
> p(x|ci) = N(pi, Z)
> p(c;) estimada pela proporcdo de objetos da classe i
> u; é a média (D-dimensdes) da classe i
> Y; é a matriz (D, D) de covariancia da classe i

» Func3o discriminate:

gi(x) = (x = ) "X (x — i) + In(p(cy))

em que (x — ;) TZ7 (x — ;) é conhecida como distancia de Mahalanobis



Caso Gaussiana Multivariada - variancia homogénea

» Assumindo igual matriz de co-variancia entre as classes, ¥1 = X = X, temos
arg max; gi(x) = (x — pi) T (x — i) + In |

> A fronteira de decisdo entre duas classes k e | ocorre quando

gk(x) = gi(x)

e € uma reta :

XTZ_l(Nk — ) — %(Nk + M/)Tz_l(uk — ) +1In Ilr:]((l;(((;‘)))) —0



Caso Gaussiana Multivariada - Classes Hiperesféricas
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Caso Gaussiana Multivariada - Classes Hiperesféricas

> Exemplo
>l =[12] py =[46] pf =[-24]

> pla)=p(e)=7 plcs)=3

30
>:
=l 3



Caso Gaussiana Multivariada - Classes Hiperesféricas

> Exemplo
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Caso Gaussiana Multivariada - Classes Hiperelipsoidais |

» Exemplo caso em que ¥; = ¥ (classes hiperelipsoidais, mesma forma)
> pf =[12] pf =[-15] pg =[-24]

> pla)=ple) =1 ple)=1
5

_ 1 _
gi(x) =x" T i — Sy T i+ In(p(ci)



Caso Gaussiana Multivariada - Classes Hiperelipsoidais |

» Exemplo caso em que ¥; = ¥ (classes hiperelipsoidais, mesma forma)

%09 =050,

lQ1(X) = Qs(x)l |
-4 0 4
al



Caso Gaussiana Multivariada - Classes Hiperelipsoidais |l

» Caso em que X; sdo arbitrarias (classes hiperelipsoidais)
» N3o é possivel remover muitos termos
» Resulta em fronteiras quadraticas

» método chamado de andlise de discriminante quadratica (QDA)

1

gi(x) = —5 In(|%i)

= 1(x — p) TE (% — i) + In(p(ci)

2

1 1 1
gi(x) = —ox T x o pf T ) = ol 3 i — S In(|%5l) + In(p(<r)



Caso Gaussiana Multivariada - Classes Hiperelipsoidais |l

» Exemplo caso em que ¥; s3o arbitrarias (classes hiperelipsoidais)
> pf =[-13] p3 =[06] pi =[-24]
> pla)=ple) =3 pla)=;
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Caso Gaussiana Multivariada - Classes Hiperelipsoidais |l

> Exemplo caso em que X; sdo arbitrarias
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Caso Gaussiana Multivariada - Classes Hiperelipsoidais |l

» Temos um classificador étimo quando as premissas sdo validas
»> Normalmente a premissa de normalidade n3o é valida
P> Apesar disso o método apresenta bons resultados
»> Mesmo no caso restrito em que se assume matrizes de covariancia iguais

» Em alta dimensionalidade o custo de inverter a matriz de covariancia é alto —
O(D3)

» Como podemos melhorar?



Naive Bayes



Naive Bayes

» De volta ao basico, Teorema de Bayes:

» [Teorema de Bayes]

p(x[c)p(c)
p(x)

> Ao invés de assumirmos que p(x|c) ~ N (u, X), podemos assumir que os atributos
sdo condicionalmente independentes dado a classe

p(clx) =

» O modelo obtido a partir dessa premissa é chamado de Naive Bayes



Naive Bayes

» Independéncia condicional
> p(a, blc) = p(alc)p(blc)
» Note que n3o necessariamente a e b s3o independentes

>

Dois eventos sdo independentes se p(a, b) = p(a)p(b)

» Exemplo:

>

vyVYyVYYVYYVYY

Temos duas moedas e uma delas é enviesada (sempre cara)

Pegamos uma moeda aleatoriamente e jogamos para cima 2x

Seja A o evento do primeiro lancamento ser cara

Seja B o evento do segundo lancamento ser cara

Seja C o evento de termos escolhido a moeda enviesada

Se n3o soubermos nada além de que A ocorreu, a probabilidade de B aumenta

Se soubermos que C ocorreu, A ocorrer n3o influencia a probabilidade de B ocorrer



Naive Bayes

» Independéncia condicional
» No nosso contexto, os atributos s3o considerados independentes dado a classe
> Premissa forte e normalmente invélida
» Costuma funcionar bem



Naive Bayes

o) — p(c,x1,x2,...,xp) _ p(xilc,x2,..., xp)p(c, xa, ..., Xp)
pleb) =" = p(x)
cly) — p(xilc,x2, ..., xp)p(x2|c, x3,...,xp)p(c, x3, X4, ..., XD)
plelx) o
p(clx) = PLalo)plele) - plxole)p(e) _ p(e) 12 plxile)

p(x) B p(x)



Naive Bayes

» Vantagens
» Facil de incorporar atributos de diferentes tipos
» Cada atributo pode ser modelado por uma distribuicdo especifica (n3o necessariamente
Gaussiana)
» Estimac3o de parametros sempre feita considerando apenas 1 dimensdo
» Modelo pode ser aprendido de forma incremental
» Cuidados
» Atributos redundantes



Naive Bayes - Modelando os atributos

» Considere X' como o conjunto de objetos da classe ¢

» Atributos booleanos:

» Distribuicdo de Bernoulli:
> plxilc) = 0(1— 6)' % [x € {0,1}]

> MLE de 6 = |ch‘ Y wexcXi  [e se todos os valores forem 17]

» Atributos nominais:
» Distribuicao cate§6rica:‘
> plale) = 1, P~ bu €L, V]

» MLE de p; = ﬁ Z Iix—j [e se todos os valores forem iguais?]
xEXC



Naive Bayes - Modelando os atributos

> Atributos continuos
» Mais comum Distribuicdo Normal
> p(xilc) = N(n,0%)

> MLE de p e o® foram apresentados na aula de Parzen Window



Naive Bayes - Exemplo

Chuta2Pes Altura Peso HsTreino Empresario Sucesso
N (1,5-1,6] 67 2 Fulano N
S (1,8-1,9] 80 8 Fulano N
N (1,8-1,9] 92 2 Ciclano N
N (1,7-1,8] 79 4 Ciclano N
S (1,7-1,8] 67 5 Beltrano S
N (1,5-1,6] 50 9 Ciclano S
S (1,6-1,7] 58 6 Ciclano S
S (1,7-1,8] 73 3  Fulano S
N (1,8-1,9] 90 10 Fulano S
S (1,5-1,6] 63 5 Ciclano S
S (1,7-1,8] 77 6 Beltrano S
S (1,7-1,8] 60 1 Beltrano S




Naive Bayes - Exemplo

Sucesso/Chuta2Pes N S
N 3 1
S 2 6

Sucesso/Empresario  Beltrano  Ciclano

Fulano
N 0 2 2
S 3 3 2

Sucesso/Altura  (1,5-1,6] (1,6-1,7]
N
S

(1,7-1,8] (1,8-1,9]
1 0 1 2
2 1 4 1




Naive Bayes - Exemplo
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Naive Bayes - Exemplo
## Warning: Removed 4 rows containing missing values (geom_bar).
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Naive Bayes - Exemplo

» p(Sucesso =S) =8/12 p(Sucesso = N) =4/12
> Peso

» p(Peso = z|Sucesso = S) = N (z]67.25,157.07)*

» p(Peso = z|Sucesso = N) = N(z|79.50,104.33)*
» HsTreino

» p(HsTreino = z|Sucesso = S) = N(z|5.62,8.55)*

» p(HsTreino = z|Sucesso = N) = N (z|4.00, 8.00)*
» Chuta2Pes

» p(Chuta2Pes = 1|Sucesso = S) = 6/8

» p(Chuta2Pes = 1|Sucesso = N) = 1/4
» Empresario

» p(Empresario = Beltrano|Sucesso = S) = 3/8

» p(Empresario = Ciclano|Sucesso = S) = 3/8

» p(Empresario = Beltrano|Sucesso = N) = 0/4

» p(Empresario = Ciclano|Sucesso = N) = 2/4



Naive Bayes - Exemplo

> Altura
» p(Altura = (1,5 —1,6]|Sucesso = S) = 2/8
» p(Altura= (1,6 — 1,7]|Sucesso = S) =1/8
> p(Altura= (1,7 — 1,8]|Sucesso = S) = 4/8
> p(Altura = (1,8 —1,9]|Sucesso = S) =1/8
> p(Altura = (1,5 —1,6]|Sucesso = N) =1/4
» p(Altura= (1,6 — 1,7]|Sucesso = N) = 0/4
» p(Altura= (1,7 — 1, 8]|Sucesso = N) = 1/4
> p(Altura = (1,8 — 1,9]|Sucesso = N) = 2/4



Naive Bayes - Exemplo

» Modelo pronto
» Podemos fazer a classificacdo de novos dados

» Considere x; o seguinte objeto de teste:

Altura Peso HsTreino Chuta2Pes Empresario
(1,7-1,8] 73 6 S Beltrano




Naive Bayes - Exemplo

VVYVVVVVVVVYYVYYVYY

p(Sucesso = S) = 0.67

p(Sucesso = N) = 0.33

p(Altura = (1, 7 1,8]|Sucesso = S) = 0.50
p(Altura = (1,7 — 1, 8]|Sucesso = N) = 0.25
p(Peso = 73|5ucesso =5)=10.029

p(Peso = 73|Sucesso = N) = 0.032
p(HsTreino = 6|Sucesso = S) = 0.135
p(HsTreino = 6|Sucesso = N) = 0.110
p(Chuta2Pes = 1|Sucesso = S) = 0.75
p(Chuta2Pes = 1|Sucesso = N) = 0.25
p(Empresario = Beltrano|Sucesso = S) = 0.38
p(Empresario = Beltrano|Sucesso = N) = 0.00



Naive Bayes - Exemplo

L
p(xt)
b

p(xt)

p(Sucesso = S|x;) = 0.67-0.50-0.029-0.135-0.75-0.38

p(Sucesso = N|x;) = 0.33-0.25-0.032-0.110 - 0.25 - 0.00



Naive Bayes - Laplace Smoothing

» O zero observado em p(Empresario = Beltrano|Sucesso = N) torna nula a
probabilidade da classe ser “N”
» Definitivamente um problema
» Valor ndo visto no treinamento
» Para evitar esse problema em atributos discretos utilizamos Laplace smoothing
» Adicionamos uma probabilidade pequena de um valor n3o visto ocorrer



Naive Bayes - Laplace Smoothing

» Para evitar esse problema em atributos discretos utilizamos Laplace smoothing
» Adicionamos uma probabilidade pequena de um valor n3o visto ocorrer
» Neste caso, temos:

1+ Z L=

xeX¢

——————— V& o niimero de valores possiveis do atributo
|Xe|+ VvV

pj =



Naive Bayes - Exemplo

» Corrigindo nossa tabela do atributo Empresario temos:
» p(Empresario = Beltrano|Sucesso = S) = 4/11
» p(Empresario = Ciclano|Sucesso = S) = 4/11
» p(Empresario = Beltrano|Sucesso = N) = 1/7
» p(Empresario = Ciclano|Sucesso = N) = 3/7



Naive Bayes - Exemplo

1
p(Sucesso = S|x;) = ——0.67-0.50-0.03-0.14 - 0.75 - 0.36
p(xt)
1
p(Sucesso = S|x;) = ———3.5239281 x 1074
p(x¢)
1
p(Sucesso = N|x;) = ——0.33-0.25-0.03-0.11-0.25 - 0.14
p(x¢)

1

1.0428371 x 107>
P(Xt)

p(Sucesso = N|x;) =



Naive Bayes - Exemplo

» p(Sucesso = S|x;) > p(Sucesso = N|x;)
» Ja sabemos qual seria a classe predita
> N&o temos as probabilidades de cada classe! Ndo normalizamos por p(x;)

p(xt) = p(x¢|Sucesso = S)p(Sucesso = S)
+ p(x¢|Sucesso = N)p(Sucesso = N)



Naive Bayes - Exemplo

P> Logo, ja temos todos os valores para obter as probabilidades

0.000352
S = Slx;) = = 0.9712575
p(Sucesso = Sixt) = 5560010 + 0.000352)
00001
p(Sucesso = N|x;) = 0.000010 = 0.0287425

(0.000010 + 0.000352)



Naive Bayes (NB)

» Estimar parametros para atributos continuos com poucos objetos pode ser um
problema
» Qual caracteristica do NB perdemos se usarmos Parzen Window para estimar
densidade?
» E comum considerar a versio discretizada de atributos continuos
> Pode-se utilizar uma das técnicas discutidas na aula anterior (discretizagc3o por largura

fixa ou frequéncia fixa)
» Na proxima aula falaremos de outro método de discretizacdo que considera os rétulos

de classe
> Sabe-se que as estimativas de probabilidade obtidas pelo NB n3o sdo muito boas
» Independente disso, o classificador possui 6timos resultados em diversas aplicacdes



Naive Bayes (NB)

» A fronteira de decisdo obtida pelo NB depende das distribuicGes consideradas

> No caso da distribuicdo Gaussiana a fronteira obtida é quadratica (relacdo com QDA)
» E possivel incrementar o modelo considerando relacio entre alguns atributos

» Aumentamos o niimero de parametros

» Podemos obter modelos mais realistas
» Classificadores desse tipo sdo conhecidos como Redes Bayesianas

» Sendo o NB uma instancia desse conjunto
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