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Introducao



Iniciando a analise

P> Ao recebermos um conjunto de dados, normalmente, recebemos junto algumas
informacdes (metadados por exemplo)

> A primeira coisa a se fazer é explorar os dados, suas caracteristicas e identificar
possiveis problemas.

> As estatisticas descritivas sdo normalmente utilizadas para uma anélise inicial.
As estatisticas descritivas normalmente utilizadas s3o agrupadas em:

» Tendéncia central
» Dispersao



Tendéncia Central

Uma tendéncia central (ou, normalmente, uma medida de tendéncia central) é um valor
central ou valor tipico para um certo atributo. As medidas de tendéncia central mais
comuns sao:

> A média aritmética (ou simplesmente, média) - a soma de todas as medi¢des
divididas pelo niimero de observacdes no conjunto de dados.

> A mediana é uma medida de localizacdo do centro da distribuicao dos dados,
definida do seguinte modo: ordenados os elementos da amostra, a mediana é o
valor (pertencente ou ndo a amostra) que a divide ao meio, isto é, 50% dos
elementos da amostra s3o menores ou iguais a mediana e os outros 50% s3o
maiores ou iguais a mediana.

» A moda é o valor que aparece com maior frequéncia no conjunto de dados.


https://pt.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9dia_aritm%C3%A9tica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Mediana_(estat%C3%ADstica)
https://pt.wikipedia.org/wiki/Moda_(estat%C3%ADstica)

Dispersao

Além da tendéncia central, outras medidas utilizadas para descrever tendéncia nos dados

sdo as medidas de dispersao. Essas medidas nos ajudam a entender como os dados
variam em torno da média.

Duas medidas de dispersao normalmente usadas s3o:

P a variancia, que consiste na média do quadrado diferenca entre cada valor do
atributo e a sua média (vamos ver uma explicacdo mais detalhada a seguir).
» o desvio padrao, que é a raiz quadrada da variancia.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Vari%C3%A2ncia
https://pt.wikipedia.org/wiki/Desvio_padr%C3%A3o

Quarteto de Anscombe

» Vamos comecar por 4 bases de dados simples, cada uma com 11 objetos e 2
atributos. Essas bases de dados s3o0 chamadas de Anscombe’s Quartet’.

V1 V2 V3 V4

média(Al) 9,000 9,000 9,000 9,000
média(A2) 7501 7,501 7,500 7,501
variancia(Al) 11,000 11,000 11,000 11,000
variancia(A2) 4127 4,128 4,123 4,123

correlacdo(A1,A2) 0,816 0,816 0,816 0,817



https://pt.wikipedia.org/wiki/Quarteto_de_Anscombe

Quarteto de Anscombe

P> Estas bases de dados possuem caracteristicas basicas idénticas. No entanto. ..

A2

AL



Estatisticas descritivas

» Outras op¢des além das estatisticas mais comuns (média, variancia, mediana etc)
» Quartil

» Amplitude Interquartil (Interquartile Range)

» Estes sdo usualmente sumarizados em um Boxplot

> Limites superior e inferior podem ser derivados do IQR (existem variacdes):
» LI = 12 Quartil - 1.5 * IQR
» LS = 32 Quartil + 1.5 * IQR



Graficos



Boxplot
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Histograma

> Um histograma consiste em um grafico de barras que demonstra uma distribuicdo
de frequéncias, onde a base de cada uma das barras representa uma classe, e a
altura a quantidade ou frequéncia absoluta com que o valor da classe ocorre.

> Tem como objetivo ilustrar como uma determinada amostra de dados ou populacao
estd distribuida, dispondo as informacdes de modo a facilitar a visualizacdo da
distribuicao dos dados.



Histograma

P Ressalta a localizacdo do valor central e da distribuicdo dos dados em torno deste
valor central.

» Centralidade: qual é o centro da distribuicdo? Onde é esperado que esteja a maioria
das observacées?

» Amplitude: a distribuicdo normalmente contém observacdes entre quais valores?
Qual é o ponto de méximo e o ponto de minimo?

» Simetria: serd que devemos esperar a mesma frequéncia de pontos com valor alto e
com valor baixo? Serad que o processo é simétrico ou valores mais altos sdo mais raros?



Histograma

» Simetria

Histograma Simétrico Histograma Assimétrico




Histograma

> Amplitude

Achatado Afunilado




Histograma

» Centralidade

Um pico Dois Picos




Obliquidade

A obliquidade (skewness, em inglés) mede a assimetria das caudas da distribuic3o.
Distribuicoes assimétricas que tem uma cauda mais “pesada” que a outra apresentam
obliquidade. A obliquidade é definida como:

M3

vV = —
o3

em que u3 é o terceiro momento e o é o desvio padrao.
Distribuicdes simétricas tem obliquidade zero. Assim:

» Se v £ 0, entdo a distribuicdo tem uma cauda direita (valores acima da média)
mais pesada

> Se v $ 0, entdo a distribuicdo tem uma cauda esquerda (valores abaixo da média)
mais pesada

» Se v = 0, entdo a distribuicdo é aproximadamente simétrica


https://pt.wikipedia.org/wiki/Assimetria_(estat%C3%ADstica)

Obliquidade

Distribuicao Simétrica Assimetria a direita ou positiva
Média = Mediana = Moda Mods Mecjiiana
Média

Assimetria a esquerda ou

negativa

Mediana Moda
\ FP

Media




Curtose

P> A curtose ou achatamento mede aconcentracio ou dispersdo dos valores de um
conjunto de dados em relacdo as medidas detendéncia central em uma distribuicdo
de frequéncias conhecida (a distribuicdo Normal).

» A distribuicdo dos dados pode ser classificada em trés classes:

» Mesoclrtica: a distribuicdo é similar 3 Normal
» Leptocdrtica: A distribuicdo apresenta uma curva de frequéncias mais fechada que a

da distribuicdo Normal.
» Platicirtica: distribuicdo apresenta uma curva de frequéncias mais aberta que a da

distribuicao Normal.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Curtose

Curtose

A curtose pode ser definida por
Kurt = 23 + (-3),
em que p4 € o quarto momento e o é o desvio padrao.

> Se Kurt = 0, entdo tem o mesmo achatamento que a distribuicdo normal
(mesocirtica)

» Se Kurt 2 0, entdo a distribuicdo em questdo é mais alta (afunilada) e concentrada
que a distribuicdo normal (leptociirtica), ou que a distribuicdo tem caudas pesadas

» Se Kurt < 0, entdo a fungdo de distribuicdo é mais “achatada” que a distribuicdo
normal (platicdrtica)



Curtose

Distribuicao mesocurtica

4 N

Distribuicao Ietocﬂrica

Distribuicao platicurtica



Densidade



Estimando densidade

» Histogramas sdo uma forma (til de inspecionar a distribuicdo dos dados.
Entretanto, em alguns casos, precisamos de uma estimativa da densidade

» Estimar densidade é necessario em diversos algoritmos utilizados em MD.

» Conforme veremos durante o curso, boa parte dos algoritmos buscam aproximar a
funcdo p(Y|X) em que Y é a saida desejada e X' s3o os dados.



Estimando densidade

» Existem duas abordagens principais para se estimar densidade:
» Paramétrica: assume uma determinada forma (distribuicdo) para a variavel
» N3o-paramétrica: nio é baseada em uma premissa sobre o formato da distribuicdo
» Flexibilidade tem um custo
> Pode se tornar invidvel quando se tem muitos atributos (voltarei nesse assunto)



Abordagem Paramétrica



Estimando densidade - Abordagem Paramétrica

» Necessario saber a priori a distribuicdo dos dados (sua forma)
P 0s parametros sdo estimados baseando-se nos dados observados
» Vamos cobrir nessa aula apenas a distribuicao Normal, mas os conceitos sdo
aplicaveis as demais
P quase sempre assume-se normalidade, embora nem sempre os dados suportem essa
premissa



Estimando densidade - Abordagem Paramétrica

» Lembrando a equacdo que define a distribuicdo Normal

9 1 G
fx; po ):We 202

» Dois parametros definem a distribuic3o:
> média (u): define centro
> variancia (02): define concentragdo (~68% dos valores est3o a 1 desvio padrdo (o) da
média)



Estimando densidade - Abordagem Paramétrica




Estimando densidade - Abordagem Paramétrica

» Temos um conjunto de pontos {x;}¥;. Como encontrar os valores de 11 e 0% que
melhor se ajustam aos dados?

» Estimador de Maxima Verossimilhanca (Maximum Likelihood Estimate)

» Normalmente mais simples que outras alternativas
» Boas propriedades de convergéncia



Estimando densidade - Abordagem Paramétrica

» Principios gerais

> Seja L(6) a funcdo de verossimilhanca (likelihood)

» [ n3o é uma funcdo de densidade de probabilidades, e sim uma funcdo de 6 em
relacdo as amostras



Estimando densidade - Abordagem Paramétrica

» Suponha o seguinte conjunto de pontos
> Vamos assumir que sabemos a varidncia (02) mas n3o a média
> Neste caso, 6 = {u}



Estimando densidade - Abordagem Paramétrica

03- x;08=0
p( ) / \ X .
/ N . p(ie=3)

0.0e+00~



Estimando densidade - Abordagem Paramétrica

» Normalmente é mais facil trabalhar com o log da func3o de verossimilhanca
> Log é uma funcdo monotdnica (preserva a ordem), logo o problema de maximizacdo é
equivalente

N N
log L(0) = 1(6) = log [ [ p(xn: 0) = log p(x»; 0)
n=1 n=1



Estimando densidade - Abordagem Paramétrica

1(6)

150~




Estimando densidade - Abordagem Paramétrica

» O estimador de maxima verossimilhanca corresponde ao parametro 6 que maximiza
a funcdo de verossimilhanca (ou de log verossimilhanca)

Op = argmax/(6)
0



Estimando densidade - Abordagem Paramétrica

» Para encontrar 0y resolvemos /'(6) = 0
> Condi¢des de segunda ordem também devem ser verificadas (/”(6) < 0)

» Existem alguns cuidados em relacdo aos limites do espaco de pardmetros
P> Lembre-se que é uma estimativa, garantias apenas no limite ao infinito de nimero de

amostras



Estimando densidade - Abordagem Paramétrica

» Vamos ver o processo na distribuicdo normal (0 = {u,o?}):

1 _x=w)?

p(x; p,0%) = o2 ¢ 7

Inp(x; p,o?) =In(1) — % In (2%02) - %(x — )2

1 1
Inp(x; w,o%) = 5 In (27r02> — 2—2(X — p)?
o



Estimando densidade - Abordagem Paramétrica

» Substituindo na equacdo do likelihood:

N N , 1 ,
10) = Z In p(xn; 0) = Z ~5 In (27ra ) - ﬁ(xn — 1)
n=1

n=1



Estimando densidade - Abordagem Paramétrica

» Temos que derivar em relacdo a média:

N (s — 1)
di(6) 1 3 d [ — p)?] [regra da cadeia:h'(g(x))g’(x)]



Estimando densidade - Abordagem Paramétrica

» Para encontrar a estimativa de maxima verossimilhanca devemos igualar a derivada
a0:

1 N N
— l(Z x,,) — Nu] = 0,igual a zero se <Z x,,) — Np =
g

n=1

N N
an:Nuéu:#

n=1



Estimando densidade - Abordagem Paramétrica

P> Falta a estimativa para a variancia da distribuicdo
» Para simplificar considere §; = o2

N N 1 Y )
/(9) = —§|n(27r)— E|n (0]_) - Tg]-n:l(xn—ﬂ)
die) N 1 Y » [din(x) 1
do, 26 * 2(01)? ,,Z:;(Xn —H) { dx X]
di(o) 1 1 Y )
= _— | -N+ = -
dg, 20, | Nt g 2 be )




Estimando densidade - Abordagem Paramétrica

» Para encontrar a estimativa de maxima verossimilhanca devemos igualar a derivada
a 0 (lembrando que 01 = 02 A 02 > 0):

di(o) 1 1 2
— Nt = o
0. =0 g0 | TN g 20— n)

» Igual a zero se:

1 Y L
—N+a2(xn_ﬂ)2:0:>02:01:NZ(X”_'U’)z

n=1 n=1



Estimando densidade - Abordagem Paramétrica

» Note que p nesse caso corresponde a estimativa da média obtida (estamos
maximizando em relacdo as duas quantidades)

» Essa abordagem n3o é perfeita

> o estimador da variincia é enviesado (o valor do pardmetro é subestimado)
P 0 estimador sem viés corresponde a:

;N
2 o 2
ot = ngzl(xn )

P neste caso especifico, o problema n3o é preocupante
» assumindo que o ndmero de amostas (N) é grande



Estimando densidade - Abordagem Paramétrica

» Voltando ao nosso exemplo, temos:

> 4 =323
éfiased = 3.57
52 =3.97

unbiased

>
>
> Hreal 4.00
> 52200

real



Estimando densidade - Abordagem Paramétrica

» Para simplificar a visualizacdo, voltamos a assumir que a varidncia é conhecida

estimada

s TR,

real




Estimando densidade - Abordagem Paramétrica

» Observe como devido ao pequeno niimero de amostras os pardmetros corretos
possuem valor baixo de verossimilhanca, veja o que acontece com 100 amostras ao

Ly
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0.20 -
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Abordagem Nao-paramétrica



Estimando densidade - Abordagem Nao-paramétrica

» Quando n3o conhecemos a distribuicdo geradora dos dados ou n3o temos um bom
palpite
» Se os dados n3o suportam o palpite, as estimativas de densidade podem ser muito
ruins
» Lembre-se, o primeiro passo deve ser sempre conhecer melhor os dados que serao
analisados

» Lembram dos histogramas? Eles serdo o ponto inicial desse tépico

3-

Freq

2-

1-

o




Estimando densidade - Abordagem Nao-paramétrica

» Podemos extrair uma estimativa de densidade a partir do histograma

nimero de objetos na barra
Nh

p(x) =

» N: nlmero total de objetos
» h: largura da barra (volume)
» Desvantagens:
» Descontinuidades
» Densidade igual por toda a barra, independente da disposicdo dos objetos



Estimando densidade - Abordagem N3o-paramétrica

Histogram: h=2
041

03

021

01F

0 I 1 1 I 1 |

04r

03

0 1 2 3 4 5 6 7 8
h=0.5
08
06
04
. ]
0 1 1 1 1 ]
0 1 2 3 4 5 6 7 ]

Figure 1: Estimativa histograma



Estimando densidade - Abordagem Nao-paramétrica
» Podemos melhorar a estimativa considerando regides de vizinhanca
» Abordagem também conhecida como Parzen Window

» Necessario definir uma nocdo de distancia
» Inclusdo de uma funcdo de kernel

50 = ok (252)
PRI Wn 2 h

» Kernel hiper-cubo unitério centrado na origem

K(u) = {1,se lu| < 1/2

0, caso contrario



Estimando densidade - Abordagem N3o-paramétrica

Naive estimator: h=2
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Figure 2: Estimativa hiper-cubo unitario



Estimando densidade - Abordagem Nao-paramétrica

P Utilizando um kernel suave obtemos estimativas mais apropriadas, o mais comum §é

o kernel gaussiano
» Note que isso ndo significa que estamos assumindo que os dados foram gerados por

uma distribuicdo Normal

K(u) = \/%exp [—‘ﬂ

» Podemos simplificar adotando um corte:
> K(-)=0se |x —xy >3h



Estimando densidade - Abordagem N3o-paramétrica
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Figure 3: Estimativa kernel gaussiano



Estimando densidade - Abordagem Nao-paramétrica

» Qutros kernels podem ser utilizados, contanto que o pico seja em u = 0 e diminua
conforme |u| aumenta.

» Para ser uma funcdo de densidade legitima deve satisfazer:

/K(u)du =1

K(u) >0
» Ainda temos que definir um pardmetro de largura (h) apropriado

» h pequeno estimativa fica suscetivel a ruido nos dados
> h grande estimativa fica artificialmente suavizada



Estimando densidade - Abordagem N3o-paramétrica

5
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Figure 4: Influéncia parametro h

» Curva verde corresponde ao modelo gerador dos dados



Estimando densidade - Abordagem Nao-paramétrica

» Como definir h?
> Existem heuristicas adotadas em pacotes estatisticos (Ex: R), baseadas em premissas

sobre os dados

» Funcionam bem se as premissas (Ex: Normalidade) sob as quais foram
desenvolvidadas forem satisfeitas

» No caso geral, esse se torna um hiper-parametro a ser otimizado



Estimando densidade - Abordagem Nao-paramétrica

» Em uma abordagem diferente, ao invés de limitarmos o volume (via h) tornamos o
volume grande o suficiente para conter um minimo de amostras

» Regides de alta densidade obtém h pequeno evitando a suavizacdo artificial
» Regides de baixa densidade obtém h grande evitando ruido
» Esta abordagem é chamada de k-Nearest Neighbor Estimator

/de XN: ();k_;)n)

dk(x) é a distancia do k-ésimo vizinho mais préximo de x
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