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Abordagem Gulosa

Problema
Grande

sub-
problema

sub-sub-

problema

e Gulosamente toma uma decisao
local para reduzir o problema

e Essadecisao faz parte da solucao
otima

e Problematem uma sub-estrutura
otima

e Resolucao do sub-problema sé
depende dele mesmo




Abordagem dividir-e-conquistar

Probleme = e Divide o problema grande em
problemas menores

sub- sub-

problema 4 problema 4

e (Recursivamente) resolve os
problemas menores

e Junta as solucoes dos problemas
menores para resolver o problema
maior



Programacao dinamica

Crande. e Divide o problema grande em
problemas menores

sub- sub- sub-

problema 4 problema 4 problema _

e A solucao do problema grande
pode ser descrita em termos das
oroema S @ @V solucdes menores

e Os subproblemas tem
sobreposicao

e Armazena as solucoes
intermediarias para nao precisar
recalcular



Sequéncia de Fibonacci

e Por exemplo, considere a sequéncia de Fibonacci:

(1 sen =1
F,=<1 sen = 2
\Fh1+Fr 2 sen>2



Sequéncia de Fibonacci




Fibonacci recursivo

Algoritmo 43: FIBONACCIRECURSIVO(n)

1 se n < 2 entao
2 |_ retorna 1

3 retorna FIBONACCIRECURSIVO(n — 1) + FIBONACCIRECURSIVO(n — 2)

e Cuja complexidade é dada pela equacao de recorréncia:
Tn)=Tn—-1)+T(n—2)+1




Qual é a complexidade?

e Vamos usar o método da substituicao para mostrar que 2 ((H

£

e |nicialmente, vamos mostrar que T'(n) > ™ paraz > 1.
e SejaT (1) =1,eT(2) =3,en>2
e SuponhaqueT(m) > ™, para2 < m < n — 1. Assim, aplicando a T'(n),
temos:
Tn)=Tn—-1)+T(n—2)+1
2 wn—l + C[377,—2

> 2" (1 + )



Qual é a complexidade?

e Notequel+z > z?para(l1—+/5)/2<z < (1++5)/2
e Portanto, fazendo z = (1 + +/5)/2 e substituindo em T'(n), temos

o (152) (1 (257))
(7))
- 2 2
(15
B 2




Da pra tazer melhor?

e Observe que na abordagem puramente recursiva, precisamos resolver o
mesmo problema varias vezes.

e Podemos criar uma memoria auxiliar para armzenar valores
intermediarios.
= Criar um vetor de tamanhon

= A medida que formos calculando F;, armanezenamos esse valor para
consultar posteriormente.



Fibonacci com memdria

Algoritmo 44: FiBoNaccl-TorDowN(n)

1 Cria vetor F[1..n] global
2 para i =1 até n faga
s | Flij=-1

4 retorna FiBONACCIRECURSIVO-TOPDOWN ()

Algoritmo 45: FiBoNACCIRECURSIVO-ToPDOWN(n)

1 se n < 2 entao
2 L retorna 1

3 se F[n|] > 0 entao
a | retorna Fln]

5 F[n] = FiBoNACCIRECURSIVO-TorDOWN(n — 1) +
FiBoNnaccIRECURSIVO-TorDowN(n — 2)
6 retorna F'[n]




Fibonacci com memdria

e Uma outra abordagem é preencher o vetor em uma abordagem bottom-
up

Algoritmo 46: FiBoNAccl-BoTrTOoOMUP(n)

1 se 1 < 2 entao
2 L retorna 1

Seja F[l..n] um vetor de tamanho n
Fl1] =1
F[2] =1

para i = 3 até n faca
| Fli]=Fli—1]+ Fli - 2]

retorna F'|n]

- T I

oo




Fibonacci com memdria

e Esse é um exemplo de programacao dinamica!

e E facil ver que a complexidade do algoritmo é O(n) ja que a consulta ao
vetor pode ser feitaem O(1)

e Entretanto, precisamos de uma memoria auxiliar para armazenar os
subproblemas ja solucionados



Corte da barra de ferro

e Considere um problema em que temos uma barra de ferro de tamanho
n, € queremos dividi-la em pedacos, cujos tamanho também sao inteiros

() ® €y (h)

e Suponha também que os pedacos tem precos diferentes
Pr P2 P3 P4 P5 P66 Pr Ps DP9 P10
1 5 8 9 10 17 17 20 24 30




Corte da barra de ferro

Tamanho Lucro Pecas
1 1 1 (sem corte)
2 5 2 (sem corte)
3 8 3 (sem corte)
4 10 2e2
5 13 2e3
6 17 6 (sem corte)
7 18 lebou2,2e3
8 22 2e6




Tamanho Lucro Pecas

9 25 3eb

10 30 10



Corte da barra de ferro

e Quantas combinacoes de corte existem?

e Cada ponto de corte é uma variavel aleatoria binaria (0 ou 1)
e Temos n — 1 possiveis pontos de corte

e O total de possibilidades é 271



Corte da barra de ferro

e Uma abordagem simplista consiste em gerar todas as possiveis
combinacoes

e Calcular olucro de cadauma delas

e Selecionar aquela que maximiza o lucro

e Claramente essa abordagem tem uma complexidade O(2"), ja que

temos 2"~ combinacdes



Corte da barra de ferro

e Uma outra possibilidade € um algoritmo recursivo

e Um algoritmo recursivo para o problema do corte da barra escolhe uma
posicao p; para fazer o corte e faz uma chamada recursiva

e Como nao sabemos qual o tamanho do primeiro corte, testamos todas
as possibilidadesde 1 an



Corte da barra de ferro recursivo

Algoritmo 47: CORTEBARRAS(n, p)

1 se n == () entao
2 |_ retorna 0
3 lucro= —1
4 parai=1 até n faca
5 valor = p;+ CORTEBARRAS(n — i, p)
se valor > lucro entao
|_ lucro = valor

G
T

8 retorna lucro




Corte da barra de ferro recursivo

e A equacao derecorrénciadesse algoritmo é

T(n)zl—l—ZT(n—z’)

e Podemos usar o método da substituicao para mostrar que esse
algoritmo é O(2").Suponhaque T (m) > 2™ para0 <m <n —1

T(n) =1+T(0)+T(1) +--+T(n—1)

>1+(2°+2" +-- 42771
— 9"



Corte da barra de ferro recursivo



Corte da barra de ferro

e O problema do corte da barra de ferro € um problema de otimizacao
e Ele tem a propriedade de subestrutura 6tima

= Vocé precisa saber o corte 6timo do sub-problema para calcular o
corte 6timo

e Tem uma solucao recursiva exponencial



Corte da barra de ferro

e VVamos usar um vetor B de n posicoes para armezar o custo de um sub-
problema ja resolvido

e Além disso, um vetor S em que a posicao S|j| indica a posi¢cao em que a
barra de tamanho j deve ser cortada



Corte da barra de ferro

Algoritmo 48: CORTEBARRAS-ToPDOWN(n, p)

1 Cria vetores B[0..n] e S[0..n] globais

2 Bl0]=0
3 parai =1 até n faca
a | Blij=-1

5 retorna CORTEBARRASRECURSIVO-ToPDOWN (1, p)

Algoritmo 49: COrRTEBARRASRECURSIVO-TorPDOWN(m, p)

1 se Bm|] == —1 entao

2 lucro = —1

3 para i = 1 até m faca

4 valor = p;+ CORTEBARRASRECURSIVO-TorPDOWN(m — i, p)
5 se valor > lucro entao

6 lucro = valor

7 L Slm] =1

8 B[m] = lucro

9 retorna B[m]




Corte da barra de ferro

e Considerando os precos
Pr P2 P3 P4 DP5 P66 Pr Ps DP9 P10

1 5 8 9 10 17 17 20 24 30
e O algoritmo calcula
3 4 5 6 7 8 9 10

0 1 2
Blii 0 1 58 10 13 17 18 22 25 30
0123 2 2 6 1 2 3 10



Corte da barra de ferro

e O primeiro passo do algoritmo é verificar se o subproblema ja foi
resolvido.

e Caso nao esteja resolvido, ele faz isso de uma maneira parecida com o
algoritmo CorteBarra.

e Adiferencaé que o primeiro local pra fazer o corte de uma barra de
tamanho ¢ € armazenada em S|i|, e o maior lucro em Bli|.



Complexidade

e Observe que a cadachamadade CorteBarraRecursivoTopDown,

um subproblema que ja foi resolvido retorna imediatamente.
e As demais linhas sao executadas em tempo constante.
e Como armazenamos o resultado sempre que resolvemos um
subproblema, cada subproblema é resolvido uma vez.
e O tempo de execucao é entao

T(m)=1+2+---+m=0 (m’)



Impressao dos Cortes

e Para saber os pontos de corte, podemos percorrer o vertor S[i] para

encontrar os pontos de corte.
e Observe que em S[n], temos o tamanho do primeiro corte.

e Apos esse corte, a barra tem tamanhon — S|—]

Algoritmo 50: IMPRIMECORTES(n, S)

1 enquanto n > () faca
2 L Imprime S|n]

3 n=n— S[n|




Abordagem BottomUP

e Também podemos ter uma abordagem BottomUp

Algoritmo 51: CoRTEBARRAS-BoTTOMUP(N, )

1 Cria vetores B[0..n] e S[0..n]

2 B[0] =0

3 para i =1 até n faca

4 lucro = —1

5 para j = 1 até i faca

6 se p; + Bli — j] > lucro entao
7 L lucro = p; + Bli — j|

8 Sli] =

9 Bli| = lucro

10 retorna Bn]




Mochila inteira

e Dadoum conjunto I = {1,2,--- ,n} contendo n itens

e Cadaitemz: € I temum peso w; € um valor v;

e Como podemos selecionar um subconjutno de S C I uma mochila com
capacidade W tal que:
» O peso dos itens selecionados cabe namochila: . w;, <W
» O valor dositens selecionados € maximo: max » ,,_¢v;



Mochila inteira

e Por exemplo, dado o seguinte conjunto de itens
item 1 2 3 4 5

peso 6 2 4 3 11

valor 20 8 14 13 35

e Como podemos selecionar itens para preencher uma mochila de
tamanho 107?




Mochila inteira

e Podemos resolver o problema por forca bruta enumerando todos os
subconjuntos possiveis

e Verificar quais subconjuntos cabem na mochila

e Calcular o valor total dos suconjuntos que cabem e armazenar o maior
deles



Quantos subconjuntos existem?

e Paracadaitem, temos a opcao de coloca-lo ou nao

e Temos um total de 2" subconjuntos

e Para cada conjunto, levamos O(n) para verificar se os itens cabem na
mochila e qual é o seu valor total

e Ou seja, esse algoritmo leva temp O(n2")



Subestrutura do problema

e Sejauma instancia do problema por K (I,,,v,wW),em que:
= [, ={1,2,--- ,n}umconjunto de itens
= v éuma lista dos valores dos itens
= w € uma lista dos pesos dos itens
= |V é a capacidade da mochila



Subestrutura do problema

e §* é uma solucao 6tima para K(I,,,v,w,W),e S* C, I, com um valor
total 6timo V, w =Y. o i

» Sen ¢ S,entdo S* também é uma solucao para K (I,,_1, W)
» Sen € §,entdo S* também é uma solucdopara K (I,, 1, W — w,)

e Como saber senestaem S*?

= MAaximo entre selecionar ou nao o item n, se ele cabe na mochila
= Valor do problema desconsiderando o item n, se ele nao cabe na
mochila

174 _ max {Vn—l,W7 Vn—l,W—wn + vn} S€ Wy, S W
n,W Vooiw se w, > W



Mochila inteira

knapsack (1,

knapsack (1,

include 22 exclude
< — >

12 22

12

knapsack (3, 2)

knapsack (3,

knapsack (0, knapsack (0,




Mochila inteira

e Uma solucao direta recursiva baseada nessa regra:

Algoritmo 52: MOCHILAINTEIRA(n, v, w, W)

1 se n == () entao

2 retorna (

3 se w, > W entao

4 retorna MOCHILAINTEIRA (n — 1, v, w, W)

5 Senao

6 usa = v, MOCHILAINTEIRA(n — 1, v, w, W —wy,)
7 naousa = MOCHILAINTEIRA(n — 1, v, w, W)

8 retorna max{usa, naousa}




Mochila inteira

e A equacgao derecorréncia para esse algoritmo € T'(n) = 2(Tn — 1), cuja
solucao é O(2")

e Olhando a arvore de recursao, é facil perceber que esse algoritmo
resolve o mesmo subproblema varias vezes.

e Observe que os subproblemas dependem tanto do numero de itens n,
quanto da capacidade W do subproblema.

= Poderiamos armazenar as solucoes usando um vetor de tamanho nW
= Entretanto, usar uma matrizn x W facilita aindexacao



Mochila inteira

Algoritmo 53: MOCHILAINTEIRA-ToPDOWN(n, v, w, W)

Seja M[0..n][0..W] uma matriz global
para r =0 até W faca

M|[0][z] =0 para j =1 até n faca
L | Mljlla] = -1

retorna MoCHILAINTEIRARECURSIVO-ToPDOWN (n, v, w, W)

O

o

Algoritmo 54: MocCHILAINTEIRARECURSIVO-ToPDoOwN(n, v, w, W)

1 se M[n|[W] == —1 entao

2 se w, > W entao

3 | M[n][W] = MOCHILAINTEIRA(n — 1, v, w, W)

4 senao

5 usa = v, MOCHILAINTEIRA(n — 1, v, w, W — wy,)
6 naousa = MOCHILAINTEIRA (n — 1, v, w, W)

7 M [n][W] = max{usa, naousa}

o

retorna M [n][W]




Mochila inteira

Algoritmo 55: MocHILAINTEIRA-BoTTOMUP (12, 0, w0, W)

-

Seja M[0..n][0..W] uma matriz
para x =0 até W faga
| M0][z] =0

para j =1 até n faca

para x = ( até W faca

se w, > W entao
|_ M{[j][x] = M[j — 1][«]
senao
usa = v; + M[j — 1][z — w,]
naousa = M|[j — 1][x]
M][jl]z] = max{usa, naousa}

12 retorna M [n|[W]




Mochila inteira

item 1 2 3 x=0 x=1 x=2 x=3
peso 1 2 3 0| © 0 0 0
valor 1 4 6
0
=1
0
j=2
0
j=3




Mochila inteira

item 1 2 3 x=0 X=1 x=2 x=3
peso 1 2 3 i~ 0 0 0 0
valor 1 4 6
0 0
Jj=1
0
Jj=2
0
J=3




Mochila inteira

item 1 2 3

peso

1 2 3

valor

1 4 6

x=0 X=2 X=3
0 0 0
0

0

0




Mochila inteira

item 1 2 3 x=0 X=1 x=2 x=3
peso 1 2 3 =0 0 0 0 0
valor 1 4 6
0 1
Jj=1
0 1
Jj=2
0
J=3




Mochila inteira

item 1 2 3 x=0 X=1 x=2 x=3
peso 1 2 3 0 0 0 0 0
valor 1 4 6
0 1
j=1
0 1
j=2
0 1
]=3




Mochila inteira

item 1 2 3 x=0 X=1 x=2 x=3
peso 1 2 3 i~ 0 0 0 0
valor 1 4 6
0 1 0
j=1
0 1
J=2
0 1
J=3




Mochila inteira

item 1 2 3

peso

1 2 3

valor

1 4 6

x=0 X=1 X=2 x=3

0

0

0

0




Mochila inteira

item 1 2 3 x=0 X=1 x=2 x=3
peso 1 2 3 0 0 0 0 0
valor 1 4 6
0 1 1
j=1
0 1 1
j=2
0 1
]=3




Mochila inteira

item 1 2 3 x=0 X=1 x=2 x=3
peso 1 2 3 i~ 0 0 0 0
valor 1 4 6
0 1 1
j=1
0 1 4
J=2
0 1
J=3




Mochila inteira

item 1 2 3

peso 1 2 3

valor 1 4 6




Mochila inteira

item 1 2 3

peso

1 2 3

valor

1 4 6

x=0 X=1 X=2 x=3

0 0 0 0
0 1 1 0
0 1 4
0 1 4




Mochila inteira

item 1 2 3

peso

1 2 3

valor

1 4 6

x=0 X=1 X=2 x=3

0 0 0 0
0 1 1 1
0 1 4
0 1 4




Mochila inteira

item 1 2 3

peso

1 2 3

valor

1 4 6

x=0 X=1 X=2 x=3

0 0 0 0
0 1 1 1
0 1 4 1
0 1 4




Mochila inteira

item 1 2 3 x=0 X=1 x=2 x=3
peso 1 2 3 o 0 0 0 0
valor 1 4 6




Mochila inteira

item 1 2 3 x=0 X=1 x=2

peso 1 2 3

0 0 0 0

valor 1 4 6




Mochila inteira

item 1 2 3 x=0 X=1 x=2 x=3
peso 1 2 3 o 0 0 0 0
valor 1 4 6




Mochila inteira

item 1 2 3

x=0 X=2 X=3
peso 1 2 3 0 0 0 0
valor 1 4 6
0 1 1
j=1
0 4 5
|=2
0 4 6
j=3




Imprimindo a mochila

e Na ultima célula da matriz M [n][W] contém o valor 6timo.

e Mas ndo sabemos quais itens devem estar na mochila

* No entanto, a maneira como a matriz foi preenchida nos permite obter
guais sao esses elementos



Imprimindo a mochila

Algoritmo 56: CONSTROIMOCHILA(n, v, w, W, M)

1 S=10

2 =W

3 ]=n

4 enquanto i > 1 faca

5 se M[j]lx] == M[j — 1][x — w;| + v; entao
6 S=5uU{i}

T L Ir=T— "U,-'J'

8 | J=J—1

9 retorna S




Complexidade

E facil perceber que a complexidade do algoritmo é proporcioal ao
tamanho da matriz, ou seja O (nW)

No entanto, observe que precisamos de uma coluna na tabela para cada
possivel tamanho da mochila dos subproblemas. Esse niumero, no
entanto, nao é polinomial no tamanho do da entrada

Considerando pesos inteiros, teriamos O (2'°¢ ') possiveis valores para
W, e a complexidade do algoritmo é O (n2!°8 ")

Esse algoritmo é o que chamamos de pseudo-polinomal



Programacao dinamica

1. Identificar subestrutura 6tima

2. Encontrar uma formulacao recursiva
3. Usar programacao dinamica para encontrar o valor da funcao 6tima

4. Se necessario, armazenar informacao adicional de tal maneira que no
passo 3 podemos encontrar a solucao 6tima



