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Caminho mais Curto

e Javimos que a busca em largura € capaz de encontrar a menor distancia
de um certo n6 para qualquer outro no para grafos ndo ponderados

= Como cara arestas nao tem pesos (ou equivalentemente tem o
mesmo peso), a distdncia entre vértices é dada pelo nimero de
areastas

e E se areastes tiverem peso?

= O tamanho de um caminho é dado pela soma dos pesos das arestas
daquele caminho



Caminho mais Curto de Unica fonte

e Problema Dados um grafo G = (V, E),uma funcdo w de peso nas
arestas e um vértice s € V(G), calcular a distancia minima dist$ (s, v)
paratodov € V(G).

e Em outras palavras, queremos encontrar a distancia minima a partir de
uma fonte s qualquer do grafo para todos os outros nos do grafo

= Se o né v ndo € alcangavel a partir de s, distf(s,v) = oo



Caminho mais Curto

Afirmacdo: Um subcaminho de um caminho mais curto
também é um caminho mais curto

e |ntuicao:
= Suponha que esse seja o caminho maiscurtode sat
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gue o subcaminho do caminho 6timo






Caminho mais Curto

Afirmacdo: Um subcaminho de um caminho mais curto
também é um caminho mais curto

e |ntuicao:
= Suponha que esse seja o caminho mais curtode sat
= E que nesse caminho exista um subcaminho de s e passando por x
= Se existir um outro caminho de s a x ele tem que ser maior ou igual
que o subcaminho do caminho 6timo (sendo ele seria o 6timo)






Algorithmo de Dijkstra

e O algoritmo de Dijkstra resolve o problema, e os pesos das areastas
forem todos positivos

e Adistanciav.distance paraosndsv € G € inicializada com oo e paraa
fonte é inicializada O

e Algoritmo guloso: a cada etapa descobre a menor distancia paraum
novo vértice u, e "relaxa" a distancia para os demais

m Seleciona o vértice u de menor distancia

m Relaxa a distancia dos vizinhos v de v usando a féormula:
v.distancia = min(v.distancia, u.distancia + w(uv))



Algorithmo de Dijkstra

e Usamos um apontador para o predecessor de cada ndé para armezar o
menor caminho, além da menor distancia

e Podemos usar uma Heap para encontrar o vértice de menor distancia
mais rapidamente.

e A Heap armazena os nos, de acordo com a distancia conhecida até o
momento.



Algorithmo de Dijkstra
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Algorithmo de Dijkstra

Algoritmo 71: DIKSTRA(G = (V| E), w. s)

1 para todo vértice v € V() faca
2 v. distancia = oc
3 v. predecessor = null

4 s.distancia = ()

5 cria fila de prioridades F' com conjunto V() baseada em v. distancia
6 para i = 1 até |V (()| faga

7 u = REMOVEDAHEAP(F)

8 para todo vértice v € N(u) em F faga

9 se v. distancia > wu. distancia +w(uv) entao

10 v. predecessor = u

11 v.distancia = u. distancia +w(uv)

12 ALTERAHEAP(F, v. indice, u.distancia +w(uv))




Algorithmo de Dijkstra

e E muito parecido com o algoritmo de Prim
= Prim: Encontra uma arvore geradora minima conectando todos os nos
do grafo
= Dijkstra: Encontra uma arvore de menor distancia entre um certond ¢
para todos os outros nos do grafo
e Complexidade de ambos é similar




Algorithmo de Dijkstra

e Usado na pratica
= O protocolo OSPF (Open Shortest Path First), um protocolo de
rotamento pararedes IP, usa dijkstra


https://pt.wikipedia.org/wiki/Open_Shortest_Path_First

Algorithmo de Dijkstra

e No entanto, o algoritmo tem algumas limitacoes:
= Os pesos nao podem ser negativos
= Se 0s pesos mudam, o algoritmo precisa ser executado novamente
o No OSPF, um vértice faz broadcast de qualquer mudanca para a
rede, e entao cada vértice executa Dijkstra novamente do zero.



Por que funciona?

e Seja sondfonte
e Teorema: Apos a execucao do algoritmo de Dijkstra, v.distancia é o
valor correto de distj(s, v)
e Observe que:
» Paratovov € V(G),v.distancia > distg(s,v). Ou seja, nunca
subestimamos distj (s, v)
o Sempre pegamos o minimo entre o valor atual e um outro caminho
com mais uma aresta
» Quando um vértice € "finalizado", v.distancia = dist{ (s, v)
o Por contradicao, podemos provar que caso contrario, teriamos
chegado a v por um caminho de menor distancia



Algorithmo Bellman-Ford

Mais lento que Dijkstra

Entretanto, pode trabalhar com pesos negativos

E Gtil como subrotina de outros algoritmos

Também tem alguma flexibilidade com relacdo a mudanca de pesos



Algorithmo Bellman-Ford

¢ |deia basica:

= Ao invés de (gulosamente) atulizar apenas o vértice u de menor
distancia, atualizamos todos os vértices simultaneamente

e Para melhorar o desempenho, podemos usar programacao dinamica!



Algorithmo Bellman-Ford
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Algorithmo Bellman-Ford
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Algorithmo Bellman-Ford

e Como podemos utilizar as distancia d*~1) calculadas naiteracdo k — 1

para calcular a distancia d'*) da iteracdo k?

» No passo k, d®) armazenada a menor distancia em no maximo k
arestas a partir da fonte

= Temos dois casos (préximos slides):
d® 5] = min{d* Y [b], min{d*V]a] + w(a, b)}}
N—— @

\ . J/

caso 1 ~
caso 2




Algorithmo Bellman-Ford

e Caso 1: o menor caminho de s até um ndé b com no maximo k arestas

tem k — 1 arestas, nesse caso
d*) b] = d*1) [b)

Suponha que k = 3.

2 A2,
d®[b] = d'*Y[b] i.e.
| @ 0 menor caminho
em k-1 arestas é
pelo menos menor
2 2 que qualguer outro
caminho com k

grestyc,




Algorithmo Bellman-Ford

e Caso 2: o menor caminho de s até um nd b tem k arestas
d® 5] = min{d* Y[a] + w(a, b)}

Suponha que k = 3,

2 A2,
d*[b] = min_{d**[a] + w(a, b)}
| i.e. 0 menar caminho com no
maximo k arestas é menor que
gualguer caminho com k - 1 arestas
2 -M




Algorithmo Bellman-Ford
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Algorithmo Bellman-Ford

u v t
do 0 L 2
S u
1
d 0 2 5
2
5
d@ 0 2 a4 3
O—
3 2 4




Algorithmo Bellman-rord
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Algorithmo Bellman-rord
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Algorithmo Bellman-rord

e A menor distanciade s at com no maximo 1 aresta € oo, portanto nao
existe um caminho até ele com 1 aresta

do 0 oo co oo

dm 0 2 5 0o

d2 | 0 2 14| 3

de 0 214 2




Algorithmo Bellman-rord

e A menor distanciade s at com no maximo 1 aresta € oo, portanto nao
existe um caminho até ele com 1 aresta

e A menor distancia de s a2 com no maximo 2 arestas é 3 (s-v-t)

do 0 00 00 00

dm 0 2 5 00

d2 | 0 214 3

d® | 0 214 2




Algorithmo Bellman-rord

e A menor distanciade s at com no maximo 1 aresta € oo, portanto nao
existe um caminho até ele com 1 aresta

e A menor distancia de s at com no maximo 2 arestas é 3 (s-v-t)

e A menor distancia de s at com no maximo 3 arestas é 3 (s-u-v-t)



do 0 00 0o 00

dv | 0 2 5 | »

d2 1o} 2]14]3

d» o | 2] 4 2




Por que funciona?

e Ao final da execucao, temo dVI=1[b],que é o custode sav € V(G)
contendo até |V| — 1 arestas.

e O algortimo estara correto se d!VI-V[b] = dist%(s, v)

e Afirmacio: Desde que nio haja um ciclo negativo, d!VI=V[p] =
disti(s,v).



Por que funciona?

e Cao ociclo seja positivo (ou seja, a soma dos pesos das arestas do ciclo
VOor maior que zero), percorrer o ciclo aumenta o caminho, entdo ele nao
esta no caminho minimo

CRFRNNO

ORSRSSINO




Ciclos negativos

e Se houver algum ciclo negativo no grafo, havera alguma aresta u, v tal

que
v.distancia > u.distancia + w(u,v)

e O que nao pode ocorrer se o grafo nao tiver um ciclo negativo



Algorithmo Bellman-rord



Complexidade

e Para cada vértice do grafo, o algoritmo itera (no pior caso) sobre todas
as arestas
e Entdo asua complexidade é O(|V||E|)



Caminho mais Curto entre todos os pares

Dados um grafo G = (V, E') e uma fungdo w de peso
nas arestas, calcular dist}(u, v) para todo par u,v €
V(G).



Caminho mais Curto entre todos os pares

e Uma solucao simples seria executar o algoritmo de Bellman-Ford
usando cada um dos vértices como fonte

e Tempo de execucio O(|V |?|E|)

e Podemos fazer melhor?



Algoritmo de Floyd-Warshall

e Vamos manter uma matrix D*) de tamanho |V| x |V| paracadak €
0..[V]]

o 1 2 3
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Algoritmo de Floyd-Warshall

e Vamos manter uma matrix D*) de tamanho |V| x |V| paracadak €
0.-.[V]]
= D[y, v] é o caminho de u a v, tal que os vértices internos no caminho
estao no conjunto {0, ...,k — 1}



Algoritmo de Floyd-Warshall

e Vamos manter uma matrix D*) de tamanho |V| x |V| paracadak €
0.-.[V]]
= D[y, v] é o caminho de u a v, tal que os vértices internos no caminho
estao no conjunto {0, ...,k — 1}



Algoritmo de Floyd-Warshall
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Algoritmo de Floyd-Warshall
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Algoritmo de Floyd-Warshall
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Algoritmo de Floyd-Warshall
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Como atulizar os pesos?

e A cadapasso k, temos que D) [y, v] é o caminho de u a v, tal que os
vértices internos no caminho estao no conjunto {0, ...,k — 1}




Como atulizar os pesos?

e Para atulizar a matriz no passo k + 1, temos dois casos:
1. O caminho mais curto passa pelo vértice k
2. O caminho mais curto nao passa pelo vértice k






Como atulizar os pesos?



Como atulizar os pesos?



Como atulizar os pesos?

e Combinando os dois casos, temos:
DW[u,v] = min{D* V[u,v], D¥ D[u, k] + D* D[k, ]}



Algoritmo de Floyd-Warshall



Algoritmo 73: FLovyD-WagrsHALL(( = (V. E). w)

o om e W kK

=]
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16
17

18
10

Seja W0..n][0..n][0..n] uma matriz
para i = 1 aff n faca

para j = 1 atd n faga

se i == j entao

senao se ij € E((/) entao

WIii][0] = 0

. predecessor[i] =i

WI[F][0] = w(ij)

j. predecessor[i] =1

SE1A0

W0 = o
j. predecessor|i] = null

para k=1 atf n faca

parai = 1 afé n faga
para j = 1 aid n faga

se Wil [j][k — 1] < W[i|[k][k — 1] + W[K][j][k — 1] entdo
| WK = W]k - 1]
L W [F][K] = WIE[K][k — 1] + WK][j][k — 1]

j. predecessor[i] = j. predecessor[k]

21 retorna W




Algoritmo de Floyd-Warshall

e E facil ver que a complexidade do algoritmo é O(|V |?)



Resumo

Algoritmo Dijkstra Bellman-Ford Floyd-Warshall
Problema caminho minimo de caminho minimo de Unica fonte caminho minimo para todos os pares
unica fonte

Complexidade

O((IVIl + [ E]) 1og || £]])
(usando Heap)

O(IIVI[IIE1)

O(IIVIF®)

Vantagens Funciona com arestas de pesos Funciona com arestas de pesos
negativos, e pode detectar ciclos negativos, e pode detectar ciclos
negativos negativos
Desvantagens  Pode nao funciona com
arestas de pesos
negativos
Tipo Guloso Programacao Dinamica Programacao Dinamica



