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Tipos de problemas

* Problema de decisao, em que a resposta € sim ou nao

* Problema de busca, em que queremos encontrar uma solucao
satisfazendo algumas propriedades se ela existir. Caso contrario,
retornar que nao exite

* Problema de otimizacao, em que cada solucao tem um valor associado,
e queremos encontrar uma solucao com o melhor valor (maximo ou

minimo)



Tratabilidade

e |ntuicao:

= Problema é tratavel se existem algoritmos eficientes para ele
= Problema € intratavel se tais algoritmos nao existem

e Até agora no curso, praticamente todos os problemas que encaramos
eram trataveis

e Mas nada garante que seja sempre este o caso



Algoritmo eficiente

e Definicao classica de eficiéncia:

= Um algoritmo é eficiente se e somente se ele executa em tempo
polinomial em um computador serial

e Se o graudo polinbmio for grande, o problema deve ser inviavel

= O(n),O0(nlogn), O(n?logn) - ok!
x O(n10:000.000.000) _ oficiente?

e Tempo de execucao exponencial podem ser eficientes na pratica

= O(2"),0(n!) - ok!
= 0(1.0000000001™) - ineficiente?



Tratabilidade

e Um problema é chamado de tratavel se e somente se existe um
algoritmo eficiente (isto é, de tempo polinomai) que o revolsa.

e Um problema é chamado de intratavel se e somente se nao existe um
algoritmo eficiente que o resolva.

e Problemas intrataveis sao comuns. Precisamos reconhecé-los quando
nos deparamos com algum deles na pratica.



A classe de complexidade P

e P é aclasse dos problemas resolvidos em tempo polinomial
e Exemplos de problemas em P:

= Caminho mais curto

= Ordenacao

= Arvore geradora minima

= Fluxo em redes

= Multiplicacao de matrizes



A classe de complexidade P

Infelizmente, nem todo problema estaem P (=

Existem problemas para os quais nao existe qualquer algoritmo
Ex. problema da Parada

Existem outros para os quais, por mais que se busque, nao
saoconhecidos algoritmos polinomiais

Ex.: problema do Caixeiro Viajante (TSP)

Mas, a principio, isso nao garante que tais algoritmos ndo existam
Como descrever uma classe que englobe problemas como o TSP?



A classe de complexidade NP

e Aclasse NP consiste em todos os problemas de decisao em que
podemos verificar se uma solucao é correta em tempo polinomial

e Essas definicoes sao algoritmicas

e Definicoeses formais destas classes vem da area de teoria da
computacao

e O nome NP significa "Nondeterministic Polynomial"



A classe de complexidade NP

e Todo problema em NP é resolvével usando busca por forca bruta

= O espaco de busca é no maximo exponencial, e cada solucao pode ser
testada em tempo polinomal

e Exemplos:

= Satisfatibilidade (SAT)
= Cobertura por Vértices
= Problema do Caixeiro Viajante (TSP)



P e NP

e Situacao dos problemas

= Temos problemas em P, que também estao em NP (por que?)
= Temos problemas em NP, que ndo sabemos se estaoem P

e Muitos problemas importantes na segunda situacao
e Como corroborar a dificuldade destes problemas?

= VVamos utilizar evidéncias relativas, usando:
o Reducao
o Completude



Reducao

e O problema A se reduz ao problema B se conseguimos resolver
qualquer instancia de A usando um algoritmo que resolve B

[Algoritmo para B
e Transformamos a entrada A em entrada B, e depois a solucao B em

solucao A
e Se transformacoes sao polinomiais, A é polinomialmente redutivel a B



Reducao

e Exemplo: Selecao em Ordenacao. Vamos usar um algoritmo de
ordenacao para selecionar o k-ésimo menor elemento de de um vetor

Entrada Selecio ] Entrada Ordenacgdo
{wetor e inteiro k) | {wetor)
-
Algoritrmo para
Qrdenacan
¥
Solucdo Selecdo L_ Snolucdn Ordenagso
(elemento na posicio k) J"' {vetor ordenado)
LS

e Estareducaoo resolve o problema da selecdo em tempo O(nlogn)
e Note que é possivel resolver a selecao em tempo linear


https://en.wikipedia.org/wiki/Quickselect

Reducao

e Numa reducao o algoritmo para B pode ser utilizado varias vezes
e Exemplo: Caminho Todos para Todos em Caminho Um para Todos

P
Entrada Caminho de ] 0[n} Entradas Caminhao
Todeos para Todes - de Um para Todas
rGrafa panderado G) J [, vertice inicial =}

b

Oin) chamadas
Algaritmao Caminha
de Um para Todos

a . l'- o .
Solugaa Caminha de ¢ Salughes Caminhia
Todos para Todas —_— de Um para Todas
rdistancias entre todos) [disténcias de s para todos)
.

e Notem que nesse caso o algoritmo obtido ainda é polinomial



Reducao

e Reducaoo entre problemas é uma técnica valiosa para o projeto de

algoritmos
e Permite utilizar solucoes ja conhecidas para resolver novos problemas

e Um projetista de algoritmos sempre deve se perguntar:

“Serd que este problema ndo se parece com algum que
eu jd conheco?”



Reducao

e Reducao usada para atestar a dificuldade relativa de um problema
e Como provar que um problema é tao dificil qguanto outro?

Entrada ;’-‘-.ﬁ‘ p| Entrada B |
|.£'-.Ig-::uritm|3 para B
¥
Solucdo A Solucao B |

e Observe que B nao pode ser mais facil do que A



Clique-k
e Dados um grafo G e um inteiro positivo k, existe conjunto S C V(G) de

vértices tais que para todo par u,v € S existe umaarestauv € E(G) (S
é clique) e |S| > k?




k-Cobertura por vértices

e Dado um grafo G e um inteiro k, existe conjunto S C V(G) tal que, para
todaarestauv € E(G),u € Souv € Se|S| < k?

Sl &,

e k-Cobertura por vértices esta em NP pois, dados G, k, e S podemos
verificar em tempo polinomial se | S| < k e se todas as arestas do grafo
tem ao menos uma aresta no conjunto.




Reducao
e Exemplo: Clique-k é redutivel para k-cobertura por vértices

=
[ Entrada Cligue ]7 N Entrada Cobertura por Veértices
{Grafo G e inteiro k) {Grafo \G e inteiro |V]-k)
- b, A

e

Algoritmo para
Cobertura por Vértices

h

| Solucao Cobertura por Vértices |

(Conjunta de vértices 5) )

Solucdo Clique
| (Conjunto de vértices W\S)

e Se cliqgue-k nao tiver um algoritmo polinomial
e Entdo k-cobertura por vértices também nao tem um algoritmo de
tempo polinomial



Reducao

e Exemplo: Clique-k é redutivel para k-cobertura por vértices

= O complemento G, de um grafo G contém exatamente as arestas que
nao estaoem G

= Podemos calcular G, em tempo polinomial

= (G tem uma clique de tamanho k se e somente se G, tem uma k-
coberturade tamanho |V| — k



Reducao



Reducao

e Exemplo: Clique-k é redutivel para k-cobertura por vértices

e Afirmacao: Se G tem um clique de tamanho k, G. tem uma k-cobertura
de tamanho |V | — k

» Paratodou,v € V,se (u,v) € G.,entaou € V' ouv € V', ouambos

= Caso nao fosse verdade, (u,v) € E(G)

= Em outras palavras, todos os vérticesde V — V' estao conectados por
uma aresta, entdao V — V' é uma clique

= Umavezque |V| — |V'| = k,otamanho da clique é &



Exemplo
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e (G.possuiuma cobertura por

vértice V' \ V' de tamanhon — k




Reducao

e Interpretacoees para “A é redutivel a B”:

= "Positiva" A'e no maximo tao dificil quanto B
= "Negativa" B e pelo menos tio dificil quanto A

e Primeira expande o conjunto de problemas trataveis

e Segunda expande o conjunto dos intrataveis



Completude

Um ProblemaIl é C'-Completo se:

m [TestaemCC
= Todo problemaem C é redutivel all

Podemos pensar que II é o "problema mais dificil" em C

Notem quao forte é essa definicao

E que ndo é tao ébvio que algum problema Il em C a satisfaca



Completude

e Apesar disso, vamos supor que existam problemas C'-Completos
e Sendo ITum problemaem C
e Para mostrar que IT e C-Completo temos que:

= Escolher um problema C-Completo IT’
= Reduzir o problemaII’ paraIl

e |[sso funciona pois:

= Todo problema em C é redutivel aIT’
= F por consequéncia é redutivel aIl



Completude

Voltamos a questao:

"Como mostrar a dificuldade dos problemas em NP
(que ndo sabemos se estdo em P)?”

Um forte atestado de dificuldade seria mostrar que todo problema de
N P reduz pra um desses problemas

Ja que isso mostraria que esse problema e o mais dificil dentre todosde
N P e que bastaria resolver ele pra resolver todos os outros

Mas, sera que a classe dos problemas NP-Completos € ou ndo vazia?



Completude

e Por incrivel que pareca, existem muitos problemas N P-Completos

e Sendo um exemplo notavel o problema da satisfatibilidade (SAT)
e Ja sabemos que para mostrar que um problema é NP-Completo, basta
reduzir qualquer problema N P-Completo a ele

e Assim, muitos outros problemas foram provados N P-Completos



Satisfatibilidade

e Considere um conjunto de variaveis booleanas z1, zs, - - - , z,
e E uma férmula composta por essas variaveis e conjuncéos (operador e)
de conjuntos de disjuncoes (operadores ou). Por exemplo:

(21 VT3 VI3 V) A (T V o)
(21 VT VT3) A(TLV 22 Vg VsV Tg)

e Cada conjunto de disjuncao é chamado de clausula.

e Um literal € uma variavel £ ou sua negacaoz

e O problema da satisfatibilidade consiste em verificar se a formula é
satisfativel, isso €, existe uma atribuicao de valores para as variaveis tal
que a féormula tem o valor 1.



3-5AT

e Uma férmula booleana formada por conjuncoes de clausulas que
contém exatamente 3 literais € chamado de 3-CNF. Por exemplo

(21 VT3 VT3) A (T V x2 V 2y)

(21 VT VT3) A (T Vo Vay) A (T4 V x5 V Tg)

e O problema 3-SAT consiste em verificar se uma formula 3-CNF é
satisfativel, ou seja, se existe uma atribuicao de valores para as variaveis
tal que a formula 3-CNF tenha valor 1.



3-SAT é NP-completo

e Observe que 3-SAT estaem N P pois dada uma férmula e uma

atribuicao das variaveis, é facil verificar se essa atribuicio satisfaz a
formula

e Em 1972, Stepehn Cook e Richard Karp provaram que 3-SAT é NP-
completo.

e Hoje em dia, se conhecem milhares de problemas que sao NP-
Completos



3-SAT é redutivel para Clique-k

e Dadauma férmula 3-CNF ¢ com k clausulas sobre as variaveis
T1, L3, , T

e Construimos um grafo G que possui 3k vértices, de modo que cada
clausula tem 3 vértices representando cada um de suas variaveis.

e Um par de vértices v e w de G forma uma aresta se e somente se v e w
estao em clausulas diferentes, v corresponde aum literal
e w nao corresponde aum literal z



3-SAT é redutivel para Clique-k




3-SAT é redutivel para Clique-k



3-SAT é redutivel para Clique-k



NP-Completude



P~ NP

e Oproblema P Z NPéum problema classico

e Se existir algoritmo polinomial para um problema NP-Completo...

e conseguimos resolver todos os problemas em NP em tempo polinomial,
provandoque P = NP...

e erespondendo assim a maior questao em aberto da ciéncia da
computacao.

e Entretanto, muitos pesquisadores acreditam que isso nao é possivel,
mas nao se conhece umaprovaque P # NP



Problemas N P-completos

A ligacao entre N P-Completude e a questao P — NP demonstra a

importancia desta classe para a ciéncia da computacao
Mas por que um projetista de algoritmos deveria se preocupar?
Porque problemas N P-Completos sao extremamente comuns

E existe pouca esperanca de obter um algoritmo polinomial para eles



Problema NN P-dificil

e N P-dificil € o conjunto de problemas () tais que todo outro problema
de NP éredutivel a Q)

e O problema Q@ é pelo menos tao dificil quanto qualquer outro problema
em NP

e O problema ) nao precisa estar em N P, pois hao precisa ser um
problema de decisao.

e Uma outra definicao para N P-Completo sao os problemas NP que sao
N P-dificeis.



Problema NN P-dificil

e Se P £ NP, entao nao existe solucao polinomial para os problemas NP
-Hard

NP-Hard j | NP-Hard

A NP-Completo X

NP | E P=NP=

NP-Completo

P # NP P =NP




Problemas N P-completos

Assim, se voce se deparar com um problema dificil

E importante saber verificar se ele € NP-Completo ou N P-Dificil
Para trata-lo de modo adequado

Hoje nao apresentamos opc¢oes para lidar com problemas NV P-
Completos

Mas mostramos como identifica-los



