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Ordenacao

e Algortimos de ordenacao ordenam uma sequéncia de valores
= Vamos assumir por enquanto que os valores a serem ordenados sao
todos distintos entre si.




Ordenacao por insercao

e Dado um vetor A com n numeros, a ordenacao por insercao ira executar
n rodadas de instrucoes em que:
e A cadarodada, temos um subvetor de A ordenado que contém um

elemento a mais do que o subvetor da rodada anterior:
= Aofimdai — 1-ésimarodada, o subvetor A[1..i — 1] estarad ordenado

e Sabendo que o A[1..i — 1] esta ordenado, é facil encaixar o elemento A[i]
na posicao correta, para deixar o subvetor A[l..i] ordenado:
» Sejaatual = Ali]. Iterativamente troque o elemento atual com os
anteriores enquanto eles forem maiores que atual.



Ordenacao por insercao

e Algoritmo InsertionSort

1 para i = 2 até n faca

2 atual = A[i]

3 | j=i—1

4 enquanto j > 0 e A[j] > atual faga
5 L Alj +1] = Aj]

6 j=3-1

7 Al + 1] = atual




Ordenacao por insercao

6 5 3 1 8 7 2 4




Ordenacao por insercao
Uma possivel implementacao em Python

def insertion_sort(A):
for i in range(1, len(A)):

atual = A[1i]

j=1i-1

while j >= 0 and A[j] > atual:
A[J+1] = A[]]
j -=1

A[j+1] = atual

(observe que em Python a posicao inicial do vetor é O, entdo os indices
foram ajustados adequadamente.)



Andlise do InsertionSort

e VVamos reponder as trés perguntas com relacao a analise de algoritmos:
1. O algoritmo esta correto?
2. Quantos recursos o algoritmo consome?
3. E possivel fazer melhor?



Corretude do InsertionSort
e Algoritmos frequentemente inicializam, modificam, apagam ou inserem
novos dados

= Existe uma maneira de provar que o algoritmo funciona, sem checar
(as infinitas) entradas?

e |deia principal: encontrar um invariante.

= para raciociar sobre o comportamento de um algoritmo,
frequentemente é util identificar coisas que nao mudam.



Invariante do InsertionSort

e Suponha que temos o vetor [1,2, 3,5, 6,7, 8|4],em que o subvetor
11,2,3,5,6,7,8] jaesta ordenado e o elemento atual é o0 4.

e |serir o 4 imediatamente a direita do maior elemento do subvetor que é
menor que 4 (isto é, a direita de 3) produz um outro vetor ordenado.

e Observe que este novo vetor é mais longo que o anterior por um
elemento: A = [1,2,3,4,5,6,7, 8]



Invariante do InsertionSort

e Podemos aplicar essa ideia a cada passo:

= [6],5,3,1,8,7,2,4]: o subvetor [6] esta ordenado. Inserir 0 5 na
posicao correta gera um subvetor ordenado [5, 6]

= [5,6/,3,1,8,7,2,4]: o subvetor [5, 6] esta ordenado. Inserir o 3 na
posicao correta gera um subvetor ordenado (3, 5, 6]

= |3,5,6,(1,8,7,2,4]: o subvetor [3, 5, 6] esta ordenado. Inserir o 1 na
posicao correta gera um subvetor ordenado [1, 3, 5, 6]

= [1,2,3,5,6,7,8|4]: osubvetor [1,2, 3,5, 6,7, 8] esta ordenado. Inserir o
4 na posi¢ao correta gera um subvetor ordenado [1, 2, 3,4, 5,6, 7, §]



Corretude do InsertionSort

e Existe um nome para a condicao que é verdadeira antes e depois de
cada iteracao de um laco: invariante de laco

e Paraprovar a corretudo do InsertionSort, vamos usar o invariante de
laco e fazer uma prova por inducao

e Nesse caso, o invariante de laco é que, ao inicio da iteracdo : (a interacao
que queremos inserir o elemento A[i] no subvetor ordenado), o
subvetor A[1..i — 1] esta ordenado



Corretude do InsertionSort

e Em uma prova por inducao, temos quatro componentes:
= Hipotese de inducao: o invariante de laco € verdadeiro depois da -
ésima iteracao
= Caso base: oinvariante de laco é verdadeiro na primeira iteracao.

= Passo de inducao: se o invariante de laco € verdadeira dapara a -
ésima interacao, entao ele também é verdadeiro para: + 1-ésima
iteracao

= Conclusao: se o invariante de laco € veradeira apods a ultima iteracao,
entao o algoritmo esta correto!



Corretude do InsertionSort

e Especificamente para o InsertionSort:
» Hipdtese de inducao: naiteracao i, A[1..: — 1] estd ordenado
= Caso base: A|[1] esta ordenado.

= Passo de inducdo: ao inserir o elemento Ali], A[1..i] continua
ordenado

= Conclusao: na n-ésima iteracao (ao final do algortimo), A[1..n]
(portanto o vetor inteiro) estard ordenado.



Corretude do InsertionSort

e O caso base é verdade, pois um sub-vetor de 1 unico elemento esta
ordenado.

e Vamos supor que a hipétese de indugao é valida paraum i € (2..n) (isto
é, A[1..i — 1] esta ordenado).

e Enquanto o laco "move" o elemento atual( Ali]) para a esquerda, os
elementos maiores que atual sao movidos uma posicao para a direita, e
continuam or ordem.



Corretude do InsertionSort

e Quanto atual chega na posicao "correta" no subvetor, todos os
elementos a direita sdo maiores e todos os elementos a direta sao
menores que atual. Portanto, A[1..i] esta ordenado e a invariante se
mantém.

e Olacoterminaquando¢ = n, portanto A[1..n] estd ordenado e
contendo todos os elementos do vetor A.

e Podemos concluir que o algoritmo esta correto.



Quantos recursos o algoritmo consome?

e A quantidade de memoria extra € desprezivel: s6 precisamos de espaco
extra para armazenar atual (ordenacao in place)

e Com relacdo ao tempo:

= Olacodalinha 1 é executado n vezes. Consequentemente, as linhas 2,
3 e 7 sao executadas n — 1 vezes cada.

= Sejar; aquantidade de vezes que o laco da linha 4 é executado para a
iteracao i. As linhas 5 e 6 sao executacas r; — 1 vezes cada.



Quantos recursos o algoritmo consome?



Quantos recursos o algoritmo consome?

e Melhor caso:

= se o vetor ja estiver odenado, o laco da linha 4 € executado 1 Unica vez
(r; = 1,Vi € 2..n) para cada iteracao.

T(n) :2n—|—32r@-
i=2

= 5n — 3



Quantos recursos o algoritmo consome?

e Pior caso:
= se o vetor estiver inversamente odenado, o laco dalinha4 é
executado i vezes (r; = ¢, Vi € 2..n) para cada iteracao.

T(n) = 2n+32ri
i=2

—n?4+2n—6

(veja a somatorio de Gauss para calcular o somatério)


https://pt.wikipedia.org/wiki/Soma_de_uma_progress%C3%A3o_aritm%C3%A9tica

Quantos recursos o algoritmo consome?

e Caso médio:
- para fazer uma analise do caso médio, precisamos fazer alguma
suposicao sobre r;. Supunha que, em um caso tipico, linha 4 é executada

metade das vezes com relacao ao pior caso (r; = %,Vi € 2..n) para cada
iteracao.

T(n) = 2n+32ri
i=2

n(n — 1)
4

= 2n +



Notacdo assintotica

e O que significa medir o "tempo de execucao" de um algoritmo?

= Engenheiros provavelmente se importam com o "tempo de execucao"
(wall time): quanto tempo o algoritmo leva em segundos, minutos,
horas, etc.

= |sso depende de caracteristicas do hardware, implementacao,
linguagem de programacao, etc.

= Apesar de importante, ndo sera o nosso foco

= Ao invés, queremos uma medida que € independente dessas
consideracoes.



Notacdo assintotica

e |deia principal: focar como o tempo de execucao escalaem funcaoden
(o tamanho da entrada).
= Vantagens:
o Abstrai o hardware, linguagem de programacao, etc.
o Mais genérica que a abordagem de implementar e testar
= Desvantagens:
o Sé faz sentido se n é grande comparado com as constantes (

9.999.999.999.999n é melhor que n??)



A notacdo O

e A notacao O (big-O) é uma notacao matemadtica para considerar o limite
superior para o crescimento de uma funcao
= |nformalmente, ela pode ser obtida ignorando-se as constantes e
termos que nao dominam o crescimento da funcao



A notacdo O

e SejaT(n) e g(n) funcdes sobre inteiros positivos.
» Podemos pensar em T'(n) como fun¢des de tempo de execucgao:

positiva e crescente em funcao de n.

e Dizemos que "T'(n) € O(g(n))" se g(n) cresce pelo menos tao rapido

quanto T'(n) conforme, n cresce.

e Mais formalmente

T(n) = O(g(n)) se existem constantes positivas C' e

ng tais que T'(n) < Cg(n) para todo n > ny;



A notacdo O

e Graficamente:

c-g(n)

Big-O define “T(n) é
O(g(n))” se existe algum
c and n, tal que a linha
rosa data por c-g(n) esta
acima da

para todos os valores a
direita de n,.




A notacdo O

e Graficamente:

c-g(n)

T(n) e g(n) ndo precisam
ser lineares.

g(n)




A notacdo O

e Graficamente:

c-g(n)

T(n) e g(n) nao precisam
ser sempre crescentes.

g(n)




A notacdo O

e Graficamente:

c-g(n)

g(n)

Aqui, nao € obvio qual
seria a escolha “correcta”
para n,.




A notacdo O

e Graficamente:

c-g(n)

T(n) parece meio
estranha, mas ainda é

g(ﬁ) O(g(n)).




A notacdo O



A notacao (2

e A notacao 2 (big-Q2) é uma notacdo matematica para considerar o limite
inferior para o crescimento de uma funcao
= |nformalmente, ela pode ser obtida ignorando-se as constantes e
termos que nao dominam o crescimento da funcao



A notacao (2

e SejaT(n) e g(n) funcdes sobre inteiros positivos.

e Dizemos que "T'(n) € Q(g(n))" se g(n) cresce no maximo tao rapido
quanto T'(n) conforme, n cresce.

e Mais formalmente

T'(n) = Q2(g(n)) se existem constantes positivas c e n
tais que cg(n) < T'(n) para todon > ny;



A notacao (2

e Graficamente:

Q define “T(n) =
Q(g(n))” signifianco que
existe c e n, tal que a
linha rosa dada por c-g(n)
esta abaixo da
para todos os
)Valores a direita de n,,.

// c-g(n

|
—
]

Ny




A notacao (2

e Similarmente, podemos provar que T'(n) = €2(g(n)), temos que mostrar
gue existe um c e ng que satizfaz a definicao.

e Por exemplo, queremos provar que T'(n) = 10n? 4 5n + 3 and g(n) = n?
. Podemos mostrar que T'(n) = 2(g(n)) encontrando um c e ny de
acordo com a definicao. Por exemplo:

D 3
CSlO—I———l——Z
n n

paran > 1temos que

5 3
10+ =+ >10
n n



Bastatomarny =1ec=10,queT(n) = Q(g(n))



A notacdo ©

e DizemosqueT(n) = ©(g(n)) se, e somente se:

" T( ) =O(g(n)) e
) = Q(g(n))

T(n
T(n) = 10n* + 5n + 3 = ©(n?) pois, como vimos anteriormente,
)

T(n) = 10n* +5n+ 3 = O(n?)eT(n) = 10n? + 5n + 3 = Q(n?)



Propriedades da notacdo assintdtica

e Sejam f(n), g(n) e h(n) funcoes positivas. Temos que:

1 f(n) =0(f(n));

2. f(n) =0O(g(n)) seesomentese g(n) =O(f(n));

3. f(n) = 0O(g(n)) se esomentese g(n) = Q(f(n));

4.5e f(n) = O(g(n)) e g(n) = Q(h(n)), entao f(n) = O(h(n)); O mesmo
vale substituindo O por ;

5.5e f(n) = 0O(g(n)) eg(n) = O(h(n)),entao f(n) = O(h(n)); O mesmo
vale substituindo O por ;

6. f(n) = O(g(n) + h(n)) se e somente se f(n) = O(g(n)) + O(h(n)); O
mesmo vale substituindo O por €2 ou por ©;

7.5e f(n) = O(g(n)) e g(n) = O(h(n)),entao f(n) = O(h(n)); O mesmo
vale substituindo O por 2 ou por ©.



Complexidade do InsertionSort

e A complexidade do InstertionSort é:
Melhor caso Casomédio Piorcaso

O(n) O(n?) O(n?)




Complexidade do InsertionSort

e Relembre que, no melhor caso
T(n)=>5n—3

e De acordo com as propriedades 1 e 2, temos que:

T(n)=5n—3 =0(n)



Complexidade do InsertionSort

e Relembre que, no pior caso
T(n) =n®+2n —6
e Podemos provar como fizemos anteriormente (encontrar c e ngy), mas

obserse que, para qualquer T'(n) na forma:
T(n) = an® 4+ bn + c

se tomarmos ny = 1 e notar que para todo n > ny temos que
an’ < an’+bn+c< (a+b+c)n’

escolhendoc=aeC = a + b+ cnadefiniciode O e Q (por

consequencia ©), temos que
T(n) = n*+ 2n — 6 = O(n?)



Funcao assintotica de polindmios

e Com uma analise similiar, podemos mostrar que para qualquer
polindbmio
k
T(n) = Z a'n’
1=1

em que a; € uma constante parai € 1..k,e a; > 0, temos que
T(n) = ©(a")



Complexidade do InsertionSort

e Relembre que, no caso médio
nn—1) n* T
T — 2 p—
(n) n + 1 1 + 1

qgue é similar ao caso anterior, portanto

T(n) =2n+ n(n4— D = O(n?)




Complexidade do InsertionSort

e Na pratica, como estamos interessados no comportamento assintotico,
nao precisamos fazer uma analise tao cuidadosa como a que fizemos no
inicio da aula.
= Por exemplo, ndo precisamos contar as linas 2,3,7 e 5,6, pois "o que

importa" € numero de repeticoes do laco

e Essa é uma das vantagens de se utilizar notacao assintotica para estimar
0s recursos de um algoritmo



Complexidade

 Em geral, quando falamos da complexidade de um algoritmo, estamos
interessados no pior caso
= nem sempre é facil definir um "caso médio"

e Qual é olimite superior do pior caso desse algoritmo?



Complexidade do InsertionSort

e E possivel fazer melhor?
= Sim, mas veremos nas proximas aulas &=



